
2016年度（平成 28年度）大学院入試

数 学 問 題 B

実施日時

2015年（平成 27年）8月 18日（火）

13:30～16:30

• 監督者の合図があるまで問題冊子を開いてはならない.

• 問題冊子は表紙も入れて 7 枚, 問題は全部で 6 問である.

• 6 問の中からちょうど 3 問を選択解答すること. 下の欄に, 受験番号, 氏名を記入
し, 選択解答した問題の番号を○で囲め.

受験番号 氏名

選択問題番号
1 2 3 4 5 6

• 解答は，問題ごとに別々の答案用紙１枚に記入すること．答案用紙の裏面に記入し
てもよい．

• それぞれの答案用紙に受験番号，氏名，問題番号を記入すること．

• 問題冊子の表紙，答案用紙，下書き用紙は終了後すべて提出し，持ち帰ってはなら
ない．



[ 1 ] S7を 7次対称群, すなわち, 7個の元からなる集合Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}からΩへの
全単射写像全体のなす群とする. 以下の問に答えよ.

(1) S7の部分集合Hを次で定める:

H = {σ ∈ S7 |σ(7) = 7 } .

HはS7の正規ではない部分群であることを示せ. また, 指数 [S7 : H]を求めよ.

(2) eを S7の単位元とする. 次の条件 (C)をみたすような S7の部分群Kの個数と
それぞれのKの位数を求めよ.

(C) Kの任意の元 kに対し k7 = eが成り立つ.

(3) Gを位数が 7n(nは正の整数)である群とする. Gの部分群Nの指数が 7である
ならば, N はGの正規部分群であることを示せ.



[ 2 ] Qを有理数体, A = Q[x, y]をQ上の 2変数多項式環とする. 以下, a1, a2, . . . , ak ∈ A

で生成されるAのイデアルを (a1, a2, . . . , ak)と表すことにする. 次の条件 (i), (ii)を
ともにみたすAのイデアルをM とする.

(i) M はAの素イデアルである.

(ii) (x− 1)2 ∈ M かつ y(x2 − 1) + (y − 2)(x2 + 1) ∈ M である.

以下の問に答えよ.

(1) M = (x− 1, y − 2)かつM はAの極大イデアルであることを示せ.

(2) I をAのイデアルとするとき, Aの I による剰余環をA/I で表す. Aのイデア
ル Iで, A/IがA/M と環同型となるものをすべて求めよ. また, Aの極大イデ
アル J で, A/J がA/M と環同型でないものの例を具体的に 1つ求めよ.

(3) AのイデアルKによる剰余環A/Kを自然にA-加群とみなす. AのイデアルK

で, A/KがA/M とA-加群として同型となるものをすべて求めよ.



[ 3 ] M をC∞級可微分多様体とし, f をM 上の実数値C∞級関数とする. 次が成り立つ
ことを示せ.

(1) ある点 P ∈ M において, (df)P ∈ T ∗
PM は (df)P ̸= 0をみたすとする. このとき

C∞級可微分曲線 φ : (−1, 1) → M であって, φ(0) = P かつ (f ◦ φ)′(0) > 0と
なるものが存在する.

(2) M がコンパクトならば, (df)P = 0となる点 P ∈ M が存在する.



[ 4 ] 実ユークリッド平面R2の 2点 (x, y), (x′, y′)に対し, x′ = 2nxかつ y′ = 2nyとなる
整数 nがあるとき, (x′, y′) ∼ (x, y)と定める. この同値関係∼による商空間を

S = R2/ ∼

とし, 写像
π : R2 → S

をR2から Sへの射影 (商写像)とする. Sの部分集合は Sの商位相から誘導される
自然な位相により位相空間とみなす. 以下の問に答えよ.

(1) Sはハウスドルフ空間ではないことを示せ.

(2) Sの部分集合 T を T = π(R2 \ {(0, 0)})と定める. T はコンパクトであること
を示せ.

(3) 整数係数ホモロジー群H1(T \ {π((1, 0))},Z)を求めよ. ここで, T は (2)で定め
たものである.



[ 5 ] 次のルベーグ積分が意味をもつような関数 f : R → Rに対して

u(t, x) =
1√
2πt

∫
R
exp

(
−(x− y)2

2t

)
f(y)dy

とおく. ただし, t > 0, x ∈ Rとする. 次が成り立つことを示せ.

(1) f がR上ルベーグ可積分であるとき,

lim
t→∞

(
sup
x∈R

|u(t, x)|
)

= 0 .

(2) f がR上有界かつ連続のとき, 各 x ∈ Rに対し

lim
t→0

u(t, x) = f(x) .

(3) f がR上有界かつルベーグ可測のとき,

∂

∂t
u(t, x) =

1

2

∂2

∂x2
u(t, x) .



[ 6 ] µをR上のルベーグ測度とする. AはRの閉集合でA ̸= Rかつ µ(Ac) < ∞をみた
すものとする. ここで, AcはAの補集合を表す. x ∈ Rに対して

ρA(x) = inf { |x− ξ| | ξ ∈ A } ,

FA(x) =

∫
R

ρA(y)

(x− y)2
dµ(y)

と定める. 次が成り立つことを示せ.

(1) すべての x ∈ Acに対して FA(x) = +∞ .

(2) 正の実数Cが存在して, すべての y ∈ Acに対して∫
A

1

(x− y)2
dµ(x) ≤ C

ρA(y)
.

(3) µに関し, ほとんどすべての x ∈ Aに対して FA(x) < +∞ .


