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例外 LIE 環についてのサーベイをすることを目的とする。単にコホモ
ロジー論などで分類表を作るということを目的とするわけではなく、実際
にどのように構成されているのか目に見えるようにするのが目標である。

1 概説
例外単純 Lie 環と呼ばれるものは標数 0 の代数的閉体上、G2, F4, E6,

E7, E8 の５種類ある。次元はそれぞれ、14, 52, 78, 133, 248 である。Lie

環の演算自身はカルタン行列から構造定数その他が決まるわけであるか
ら、（少なくとも標数０の閉体上は）それで終わりとも言えるが、より具
体的に実現しようとすると、これらはいずれも非結合的な代数 (algebra)、
すなわち、Cayley代数や Jordan代数と結びついており、個人の趣味の問
題もあるかもしれないが、ちょっと考える以上になかなか面白い。そもそ
もたとえば Jordan 代数に近い概念である Jordan triple system は有界対
称領域とカテゴリカルに同値だったりするわけであって、Jordan 代数自
身は至極まっとうな数学的対象である。さらには、exceptional dual pair

などを利用したWeil 表現の類似物によるリフティングの構成がはやって
いたりもするのであって、例外群をあえて除外する考察から理由もない、
というよりも、古典群を理解するためにも例外群の理解が不可欠な場面
もでている。（Sp(3) の一部の保型表現の spinor zeta の関数等式のG2 を
もちいた証明など。) ここでは表現論に立ち入る余裕はないが、古くか
ら少なくとも散発的には知られていることになっているにもかかわらず、
あまり文献もなくはっきり理解している人も少ない「例外 Lie 環の古典
論」について解説することを目的とする。手にはいりにくい文献も一部
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にあって、まず文献のない状態で、推測しつつ証明を自分で組み立てて
みた部分もあった。少なくとも部分的には、なるべく証明を詳しく（基本
的には、比較的容易に手に入る本、たとえば [25], [6]などを法として self

contained に）書いてみることにした。もちろんこの分野はかなり特殊な
テクニックも多々あり、このような短い論説で本当に詳しい解説を書く
と言うことは思いもよらないことである。この点では文献案内にならざ
るを得ないのはやむを得ないことと思う。（文献案内だけでも十分面白い
というのが、この分野について当初はなにも知らなかった私の実感であ
る。）あるいはいろいろもっと簡易化される部分もあるかもしれないが、
なにか気づかれた場合はお知らせくださると幸いである。なお、本文を
通じて、体はすべて標数 0 と仮定する。また所々では代数体と仮定する。
（標数正の Lie 環の分類というのはよく知らないので標数が 0 以外の時
は注意深く考える手間を省きたいと思い、いっさい無視した。有限体な
らいろいろな理論もあるが略す。標数正の閉体上の分類は [26] などに解
説があるようである。）Lie 環 L の構成に応じて、代数体上の代数群の例
を１つづつあげることができるはずであるが、しかし、これについては
あまり明快にわからないケースもあった。普通に考えれば Aut(L) は明
らかに L と同じ体上定義された代数群であり、実数体などまであげて考
えれば、Aut(L) の連結成分はいわゆる Lie 群の Adjoint 表現であって、
up to isogenyでは例を与えている。もちろん一般にこれは連結ではない。
（外部自己同型がいくつあるかはよく知られている。e.g. [19] etc.）しか
し、実際にはもっとわかりやすい algebraの derivationと automorphism

という関係のこともあり、記述がやや易しい場合もある。G2, F4 などは
そうである。このような記述は一般にはよくわからなかった。

2 非結合代数についての注意
以下で代数 (algebra)と言うときに、なにを意味するかを述べておく。
本稿を通じて、すべて基礎体上、有限次元の場合に話を限る。可換体 F上
の有限次元ベクトル空間 V が F上の algebraというのは x, y ∈ V に対し
て、xyという、F bilinearな演算が定義されていることであるとする。す
なわち、F の元と積はどのようにでも交換可能 (a(xy) = (ax)y = x(ay),

a ∈ F) であり、かつ左右の分配法則を満たしているとする。ここでポイ
ントは
「積の結合法則は仮定しない」
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ということである。V について乗法の単位元の存在は仮定したりしなかっ
たりである。たとえば Lie 環では単位元は無いのが普通であり、従って
F 自身を V に自然に埋め込む方法は通常ない。一方で Hurwizt 代数、
Jordan 代数などでは、単位元はあるのが普通であり、たいてい F は V

の部分環と思える。F 上の代数 V から W への準同型というのは、F 上
のベクトル空間としての線形写像 f で、f(xy) = f(x)f(y) となるもので
ある。単位元が存在するときには、単位元を単位元に写すと仮定するこ
とも多いが、これも文脈による。しかし話の都合上どちらかに決めてお
かないと混乱しそうなので、今は準同型の定義には単位元を単位元に写
すと言うことまで要請しておく。特に f が線形同型ならば f は同型を呼
ばれ、V = W ならば自己同型と呼ばれることは普通の通りである。V の
自己同型群を Aut(V) とかく。Aut(V) は通常の線形写像のなす環の部
分集合であって、もちろん結合的であり、普通の意味での群である。こ
れが体 F 上の代数群であるのは、自己同型という条件を基底に関して書
いてみれば２次の多項式の条件であるからあきらかである。F 代数 A の
部分 F 加群 I が両側イデアルというのは、結合的でなくても普通に定義
される。（任意の a ∈ A に対して、aI ⊂ I かつ Ia ⊂ I.) 特に A が 0 と
A 以外にイデアルを持たず、かつA2 ̸= 0 であるとき、単純であるとい
う。(cf. Schafer p.15 など）また、A が単位元 e を持つとき、A の中心
が F = Fe であるなら、A を F 代数として中心的 (central) という。（単
位元を持たないときについては [25], [14] を参照。）

3 Lie algebra

念のため Lie 代数の定義を述べる。L が体 F 上の代数であって、次の
二つの条件

(1) x2 = 0,

(2) (xy)z+ (yz)x+ (zx)y = 0

を満たすとき、F 上の Lie 代数という。特に (2) を jacobi 律という。Lie

代数の積については xy のかわりに [x, y] という記号を用いることが一般
的であるから以下ではそうする。V が F 上のベクトル空間ならば、線形
変換のなす集合 End(V) は、X, Y ∈ End(V) に対し [X, Y] = XY − YX で
自然に Lie 環になる。さて、さらに V を F 上の任意の（非結合的かもし

3



れない）代数とする。Der(V) で V の F 上の derivation の全体を表す。
すなわち、 D ∈ Der(V) というのは、D は V 上の F 線形写像であって、

D(xy) = (Dx)y+ x(DY)

を満たすということが定義である。Der(V) に演算 [D1, D2] = D1D2 −

D2D1 を導入すると Der(V) は F 上の Lie 環になる。もし F = R または
C であれば、Aut(V) の Lie 環がDer(V) になる。（実数体または複素数
体なら exp がいつでも収束する。exp(tD) ∈ Aut(V) の根拠は微分方程
式論である。e.g. [6] p.36)

F-algebra V の derivation が inner というのを定義したい。今 x ∈ V

に対して、End(V) の元 L(x) と R(x) を L(x)y = xy, R(x)y = xy とい
う線形変換で定義する。L(V) + R(V) を含む End(V) の最小の部分 Lie

環を V の Lie multiplication algebra といい、L(V) と書くことにする。
Der(V) ∩ L(V) の元のことを V の inner derivation ということにする。
これは Der(V)の中でイデアルをなす。よってたとえばDer(V)が単純な
ら、（普通は） Der(V) の元はみな inner である。この定義は少し漠然と
しすぎていて、実感がつかめないが、V が Lie環ならば、inner derivation
D はある a についてDx = [a, x] ということであり、V が結合的代数で、
単位元を持つとするとやはりある a ∈ V について Dx = ax− xa となる
ことが inner derivation であるための必要十分条件である。([25] p. 21)

(Cayley algebra と Jordan algebra については、あとで説明する。）

Theorem 3.1 ([25] p.22) F が標数 0 で、V が有限次元かつ単純環の直
和であり、かつ単位元があれば、V の任意の derivation は inner である。

4 Composition algebra

この節では Hurwitz algebra とか、Composition algabra とか言われて
いるものについて、解説する。基本的には Cayley algebra を解説したい
わけである。基礎体の標数は簡単のために 0 をするが、標数が 2 でなけ
ればたいていは同じはずであるし、とりわけ難しいわけでもない。さらに
は標数が 2 でも Artin Schreier などをもちだせばいい。しかし前に断っ
たように、正標数はいっさい無視する。
まず、話の順序として alternative algebra の定義を述べる。体 F 上の
代数 A について、associator の記号

[a, b, c] = (ab)c− a(bc),
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を導入する。結合代数ならば、もちろんいつでも [a, b, c] = 0 である。
代数 A の任意の a, b について次の２つの条件が成り立つとき、A を
alternative という。

(1) [a, a, b] = 0

(2) [b, a, a] = 0

実はこのとき [a, b, c] が a, b, c の置換に関して、交代的に振る舞うの
が（置換の符号だけ値が変わるのが）容易に証明できる。また、 A の任
意の２つの元が生成する部分代数は結合的になる。(Artin, cf. [25] p.29.)

逆は定義より当たり前である。

Theorem 4.1 ([25] p. 56) F 上有限次元の中心的単純 alternative alge-

bra は、F 上中心的結合的な斜体 D 上の行列環 Mn(D) であるか、また
は F 上の８次の Cayley algebra である。

Cayley algebraの定義をまだしていなかった。F-Algebra Aが involution

x → x̄ （すなわち位数 2 の反同型）をもち、さらにmain involution す
なわち、x + x̄ ∈ F , xx̄ ∈ F であると仮定する。ある µ ∈ F をとり、A2

上に、ベクトル空間の直和の構造をいれ、乗法を (x, y), (u, v) ∈ A2 につ
いて

(x, y) ∗ (u, v) = (xu+ µv̄y, yū+ vx)

で定義する。（これは [25] p. 45の定義で,第２成分をバーをつけて置き換
えた形になっている。ここでは [6] p. 85 の方に定義をあわせた。）これを
Cayley Dickson Processという。A2 で (x, y) = (x̄,−y)とおくと、これは
A2 の main involutionになる。また、tr(x, y) = x+ x̄, n(x, y) = xx̄−µyȳ

とおき、それぞれトレースとノルムという。Cayley Dickson Process は、
実数体 R を出発点として、C, H (Hamilton quaternions), O (octanions)

を順次自然につくる方法になっている。特に A が F 上の４元数環である
とき、上のように作ったA2 のことを Cayley algebra という。（もちろん
A と µ のとりかたによる。）Cayley algebra は alternative algebra であ
る。実際、A2 で、j = (0, 1) と書くと、定義により、(x, y) = x+yj であ
る。よって、やはり定義より

a(bj) = (ba)j,

(aj)b = (ab̄)j,

(aj)(bj) = µb̄a.
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a = x+ yj, b = u+ vj として (a, ā, b) = 0 を示す。直接計算して

(a, ā, b) = (aā)b− a(āb)

= N(a)b− (x+ yj)((x̄u− µv̄y) + (−yū+ vx̄)j)

= N(a)b−N(x)u+N(x)vj+ µxv̄y+ x((yū)j)

−x((vx̄)j) − (yj)(x̄u) + µ(yj)(v̄y) − (yj)((vx̄)j)

= N(a)b−N(a)b = 0.

これより、(a, a, b) = (a, tr(a)−ā, b) = 0. 同様に (b, a, a) = −(ā, ā, b̄) =

0 でもある。
どんな Cayley algebra も結合的ではない。実際、x, y ∈ A ならば

(a, b, j) = (ab)j−a(bj) = (ab)j−(ba)j = [a, b]j であるから、A が非可
換であることより、[a, b] ̸= 0 のことがあり、よって、 (a, b, j) ̸= 0 のこ
とがある。
特に A = M2(F), µ = 1 として得られるものは、もっとも単純であり、
またあきらかにゼロ因子を持っているが、これを split Cayley algebra と
呼ぶ。
単位元を持つ F-algebra C に対して、F 上の非退化２次形式 Q があっ
て、Q(xy) = Q(x)Q(y) (x, y ∈ C)となるとき、Cを composition algebra

または Hurwitz algebra という。

Theorem 4.2 ([25] p. 73) F 上の composition algebra は、F, F⊕ F, F

の（可換な）２次拡大体、F 上の４元数体、F 上のCayley algebra のみで
ある。

Cayley algebra についての性質をまとめておく。

Theorem 4.3 ([25] p. 70, p.72) 体 F を固定して、F 上の Cayley al-

gebra を考える。

1. ノルムがゼロとなる元はゼロ因子であり、ゼロでない元は可逆であ
る、ゼロでないゼロ因子を持つ Cayley algebra （すなわち division

でないCayley algebra) は皆同型である。

2. Cayley algebras C1 と C2 が同型であるための必要十分条件はそれ
らのノルムが、F 上の 8 変数２次形式として同値であることである。
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3. 特に F が代数体ならば、同型類の個数は 2t （t は F の実素点の個
数）である。

最後の主張は２次形式の Hasseの原理と、５変数以上の２次形式は非ア
ルキメデス局所体ではいつでも non-trivial にゼロをあらわすことに基づ
いている。すなわち、具体的には、実素点をいくつか具体的に指定して、
A を実素点のうちでは、そこだけで division になるようなものをとって
おき、µ ∈ F× としては、実素点のうち指定されたところで負、残りでは
正になるような符号分布を持つものがとれるので、これをとって、(A,µ)

から Cayley algebra をつくれば、この指定された実素点のみで division

になる algebra ができる。
もう少し詳しく説明すると、まず、任意の２次形式が Cayley algebra

のノルムになれるわけではない。たとえば、split する素点 (有限素点で
はすべてそうである）では

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0


と同値でなければならない。この２次形式の Hasse invariantはどこの素
点でも 1 であるのは容易にわかる。(Hasse invariant の定義は、対角化し
ておいてdiag(a1, ..., a8) とした上で

∏
i,j(ai, aj)v、ただし (x, y)v は素点

vでの Hilbert symbol、というのが定義であるが、ここで i, jの動く範囲
は i ≤ j とするのと、i < j とするのと二通りの流儀がある。このどちら
でも Hasse invariant は 1 である。）すべての素点での Hasse invariant の
積は積公式より 1 である。有限素点では一般に判別式とHasse invariant

のみで、２次形式の同型類が決まる。しかし、実素点ではそうではない。
実素点ではいうまでもなく、符号で同型類が決まっている。たとえば有
理数体上の Cayley algebra ならば、有限素点では、判別式 1 かつHasse

invariant 1 であり、無限素点では、積公式より、やはり Hasse invariant

は 1のはずであるし、また、判別式は、有限素点ですべて平方であるから、
無限素点でも平方、つまりプラスであるから、符号は負の部分が偶数であ
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る。それでも符号は違いうる。実際、このような候補は（Hasse invariant

として、なにを採用しようとも)符号が (4, 4) のものと (8, 0) のものと
(0, 8)のものの３つある。しかし、1のノルムは 1だから、負定値の (0, 8)

はおこりえない。(4, 4) は split だから、A として２行２列の行列環をと
ればよい。 (8, 0) は A が定符号四元数環、µ = −1 ととればよい。
Cayley algebra C について x, y ∈ C をとり、End(C) の元 Dx,y =

[L(x), L(y)]+ [L(x), R(y)]+ [R(x), R(y)]をとると、これは Der(C)の元で
あり、inner derivationは皆このかたちの線形結合で書ける。また、Der(C)

の元は皆 inner である。(cf. [25] p.87.) この事実の証明はそれほどやさ
しくはない。われわれは derivation の作用を左からにするなど、Schafer

とは若干見かけが違っているので参考のために証明を書いてみよう。
以下しばらく V は任意の alternative algebra とする。

Lemma 4.4 alternativ algebra V の元 x, y, z について commutator

[x, y] = xy− yx, associator (x, y, z) = (xy)z− x(yz) なる記号を用いて

[L(x), R(y)]z = (x, y, z) (1)

[L(x), L(y)] = L([x, y]) − 2[L(x), R(y)] (2)

[R(x), R(y)] = −R([x, y]) − 2[L(x), R(y)] (3)

Dx,y = L([x, y]) − R([x, y]) − 3[L(x), R(y)] (4)

L(x)L(y) + L(y)L(x) = L(xy+ yx) (5)

R(x)R(y) + R(y)R(x) = R(xy+ yx) (6)

[[L(x), L(y)], L(z)] = L([[x, y], z]) − 2L((x, y, z)) (7)

[L(x), R(y)] = [R(x), L(y)] (8)

と書ける。

証明: z ∈ V に対し、定義どおり計算して、[L(x), R(y)]z = x(zy) −

(xz)y = −(x, z, y) だが、Cayley algebra は alternative algebra だから、
これは (x, y, z) になる。これを利用して

[L(x), L(y)]z = x(yz) − y(xz) = −(x, y, z) + (xy)z+ (y, x, z) − (yx)z

= [x, y]z− 2(x, y, z) = L([x, y])z− 2[L(x), R(y)]z.

また

[R(x), R(y)]z = (zy)x− (zx)y = (z, y, x) + z(yx) − (z, x, y) − z(xy)

= z[y, x] − 2(x, y, z) = −R([x, y])z− 2[L(x), R(y)]z.
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この (3), (4) により Dx.y の定義を書き換えて、(4) を得る。z ∈ V に対
して、

(L(x)L(y) + L(y)L(x))z = x(yz) + y(xz)

= −(x, y, z) + (xy)z− (y, x, z) + (yx)z = (xy+ yx)z.

などより (5) を得る。よって

[[L(x), L(y)], L(z)]

= L(x)L(y)L(z) − L(y)L(x)L(z) − L(z)L(x)L(y) + L(z)L(y)L(x)

= L(x)(L(y)L(z) + L(z)L(y)) + (L(y)L(z) + L(z)L(y))L(x)

−(L(x)L(z) + L(z)L(x))L(y) − L(y)(L(x)L(z) + L(z)L(x))

= L(x)L(yz+ zy) + L(yz+ zy)L(x) − L(xz+ zx)L(y) − L(y)L(xz+ zx)

= L(x(yz+ zy) + (yz+ zy)x) − L((xz+ zx)y+ y(xz+ zx)).

しかし、

x(yz+ zy) + (yz+ zy)x− (xz+ zx)y− y(xz+ zx)

= −(x, y, z) + (xy)z− (x, z, y) + (y, z, x) + (z, y, x)

+z(yx) − (z, x, y) − z(xy) + (y, x, z) − (yx)z

= [[x, y], z] − 2(x, y, z)

より (6) を得る。また

[L(x), R(y)]z = x(zy) − (xz)y = −(x, z, y) = −(y, z, x) = [R(x), L(y)]z.

証明終わり。

Lemma 4.5 V が alternative algebra ならば、x, y ∈ V に対して

Dx.y = [L(x), L(y)] + [L(x), R(y)] + [R(x), R(y)]

は inner derivation である。

証明：derivation であることだけを示せばよい。D が derivation とい
うのは、定義から明らかなように

[D,L(x)] = L(Dx)
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が任意の x ∈ V について成り立つことといっても同じである。よって前
の補題 (2), (3) より

Dx,y = L([x, y]) − R([x, y]) − 3[L(x), R(y)]

だから、

2[Dx,y, L(z)]

= 2[L([x, y]), L(z)] − 2[R([x, y]), L(z)] − 6[[L(x), R(y)], L(z)]

= 3([L([x, y]), L(z)] − 2[[L(x), R(y)].L(z)]) − [L([x, y]), L(z)] − 2[R([x, y]), L(z)]

= 3[[L(x), L(y)], L(z)] − [L([x, y]), L(z)] − 2[L([x, y]), R(z)]

= 3[[L(x), L(y)], L(z)] − [L([x, y]), L(z) + 2R(z)]

= 3[[L(x), L(y)], L(z)] − L([x, y], z])

= L(2[[x, y], z] − 6(x, y, z))

= 2L(([x, y], z] − 3(x, y, z)).

しかし、
Dx,yz = [[x, y], z] − 3(x, y, z)

であるから、
[Dx,y, L(z)] = L(Dx.yz)

となる。よって derivation である。証明終わり。
Alternating algebra の inner derivation は一般にはこの形の線形結合
よりも多いかもしれないが、次が成り立つ。（cf. Schafer p. 78.)

Proposition 4.6 Dが単位元を持つ Alternating algebra Aの inner deriva-

tion であるための必要十分条件は

D = Rg − Lg +
∑

Dx,y

の形に限る。ただし、ここで g は V の nucleus の元である。

A の Nucleus G(A) というのは、

G(A) = {g ∈ A; (g, x, y) = (x, g, y) = (x, y, g) = 0 for all x, y ∈ A }

と定義される。多元環の Nucleus は結合代数になることが証明できる。
(Schafer p. 13).
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Cayley algebra に関していえば、C = A2 として、g = a + bj, x ∈
A, y = j とするとき (g, x, j) = (a, x, j) + (bj, x, j) において、２つの項
はそれぞれ Aj と A に属するから線形独立であり (g, x, j) = 0 ならば
(a, x, j) = (bj, x, j) = 0 である。(a, x, j) = [a, x]j = 0 for all x ∈ A なら
ば、a は A の中心の元であって、a ∈ F. (bj, x, j) = (bj)(xj)− ((bj)x)j =

µx̄b − ((bx̄)j)j = µx̄b − µbx̄ = µ[x̄, b] = 0 だから、b ∈ F でもある。し
かし b ̸= 0 ならば、(bj, x, y) ̸= 0 なる x, y ∈ A があるから、b = 0, よっ
て Nucleus は F である。よってこの場合は inner derivation は

∑
Dx,y し

かないことになる。

Theorem 4.7 任意の Cayley algebra C について、Der(C) は１４次元の
単純リー環である。（ただし F の標数はゼロとしている。）また、Der(C)

の元は Dx,y の和で書ける。

証明はそう短くはない。文献がはっきりしているので (cf. Jacobson [15]

p. 14)省略するが少し説明を加える。体と拡大して考えてもよいので、閉
体上で A は２次行列環として考えればよい。行列のベキ等元 e1, e2 を
とって、D0(C)を De1 = 0となる derivationのなすベクトル空間とする。
e2 = 1− e1 より、alternative の条件より、x ∈ C について (e1, x, e2) = 0

であり、eiCej は well defined である。まず Der(C) を記述する。

D1 = {De1,a;a ∈ e1Ce2},

D2 = {De2,b;b ∈ e2Ce1}

とおくと
Der(C) = D0 ⊕D1 ⊕D2

である。ただし ⊕は加群としての直和。dimD1 = dimD2 = 3, dimD0 =

8. ここで D0 は eiCej 上の作用に制限すると、既約忠実に作用し、結果
的に 3× 3 行列で trace 0 のリー環と同型になる。Der(C) のイデアルと
これらとの intersection などを考えて証明する。

5 quartic Cayley algebra

D4 型の Lie 環を与えるには、quartic Cayley algebra という Cayley

algebra の１変種、以上のいわば古典的な Cayley algebra に似てはいる
が、実際にはことなる Algebra を考える必要が生じる。(すなわち名前に
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反して、quartic Cayley algebra は Cayley algebra ではない。）これを説
明する。文献は Allison [3] による。
まず A を体 F 上の４次元分離的可換結合的代数とする。（単位元を持
つと仮定する。）すなわち、F 上の線形空間としての次元が４次の積につ
いて結合律と交換律を満たす algebra で、A の任意の元の F 上の最小多
項式が重根を持たないとする。言い換えると、A⊗F F = F

4
(F は F の代

数閉包) となる、代数である。たとえば、F の４次拡大体や２次拡大の
直和などがそうである。A は有限次元の power associative であるから、
generic characteristic polynomialや generic trace tA が定義される。Aか
ら A への写像 θ を

θ(a) = −a+
1

2
tA(a)

と定義する。これはあきらかに F 上の線形写像であり、F1 ⊂ A 上は恒
等写像である。さらに θ(θ(a)) = a である。しかし、θ は一般に A の
involution ではない、すなわち θ(ab) と θ(b)θ(a) は等しいとは限らな
い。たとえば４次体などを考えれば、θ が自己同型でないのは明らかで
ある。さて、A と µ ∈ F× から、Cayley Dickson Process と似た方法で、
あたらしい algebra をつくる。A2 上に

(a1, a2)(a3, a4) = (a1a3 + µθ(a2θ(a4)), θ(a1)a4 + θ(θ(a2)θ(a3))

と積を入れる。
(a1, a2) = (a1,−θ(a2))

とおくと、これは A2 上今定義した積に対して involution になることは
計算すればわかる。この involution つきの代数を quartic Cayley algebra

とよび CD(A,µ) と書く。これは非結合的な代数である。CD(A,µ) 内
の演算による commutator を [x, y] = xy − yx, associator を [x, y, z] =

(xy)z − x(yz) とおく。また x, y ∈ CD(A,µ) に対して、CD(A,µ) の線
形変換 Dx,y を

Dx,y(z) = [z, y, x] − [z, x, y] +
1

3
[[x, y] + [x, y], z]

と定義すると、これは derivation（もちろん inner derivation) になるこ
とが知られている。この Dx,y (x, y ∈ CD(A,µ) で張られるベクトル空
間は２次元の Lie 環になる。これを Inder(CD(A,µ)) と書く。
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6 Jordan Algebra

単位元の存在する F-algebra V で

(1) xy = yx

(1) x2(xy) = x(x2y)

となるものをジョルダン代数という。たとえば、A が F-代数のとき、A

の新しい積を x ◦ y = (xy + yx)/2 と定義するとこの積に関して、A は
Jordan 代数になる。これを A+ を書くことにする。一般に、ジョルダン
代数は power associative algebraであり、元の最小多項式、トレース、ノ
ルム（行列式）などが自然に定義される。
一般の Jordan 代数 V の元 x, y, z について

L([x, y, z]) = −[[L(x), L(z)], L(y)]

が成り立つことが知られている (FK p. 36。)（ただし [x, y, z]は associator

(xy)z−x(yz)。）この式の応用として、a, bについて、Da,b = [L(a), L(b)]

とおくと、これが derivation であることが示される（FK loc. cit.) V の
inner derivation は、すべてこの形の元の和で書ける。実際、Jordan 代数
ではLie multiplication algebraはいつでもL(V) = L(V)+[L(V), L(V)]で
ある。なぜなら、前の式より [[L(V), L(V)], L(V)] ⊂ L(V) であり、また、
[[L(V), L(V)], [L(V), L(V)]] ⊂ [L(V), L(V)] も次のようにしてわかるから
である。x, y, z, w ∈ V について、ヤコービ律より

[[L(x), L(y)], [L(z), L(w)]] = −[[L(y), [L(z), L(w)]], L(x)]−[[[L(z), L(w)], L(x)], L(y)]

であり、さらに上で与えた等式よりこれは

−[L([z, y,w]), L(x)] + [L([z, x,w]), L(y)]

に等しいから [L(V), L(V)] の元になる。よって L(V) で生成される最小の
Lie 代数は L(V)+ [L(V), L(V)] である。さらには L(x) が derivation にな
るのは、V の単位元を考えれば、x = 0 のときのみであることがわかる
からである。繰り返すと、前節の定理を考慮に入れると、V が単純環で
あるとき

Der(V) = [L(V), L(V)]

である。実際は、V0 = {v ∈ V ; tr(v) = 0} とおくと、少なくとも標数が
ゼロなら V = Fe ⊕ V0 であり、Der(J) = [L(V), L(V)] = [L(V0), L(V0)]
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である。ジョルダン代数 J が単位元を持つ結合的代数 B より J = B+

として得られているとすると、Der(J) = [B,B] となる。実際、ともに
inner derivation であり、Der(J) = [L(J), L(J)] であるが、[L(a), L(b)] は
(L(a)L(b) − L(b)L(a))(x) = ad([a, b])(x) となり、Der(J) = [B,B] はよ
い。さらには前に述べたように Der(B) = {ad(b) : b ∈ B} であるが、B

が有限次元ならば、power associative algebra の一般論により、generic

なトレースが定義され、F の標数 0 ならば、B = F ⊕ B0 (B0 = {b ∈
B; tr(b) = 0}) となっている。ad(F) = 0 は明らかだから、Der(B) =

{ad(b);b ∈ B, tr(b) = 0} でもある。いずれにしても [B,B] ⊂ Der(B) で
あるが、Der(B) が単純なら Der(B) = [B,B] である。あるいは B が半
単純ならそうである。
代数体上の中心的単純ジョルダン代数の分類は完全に知られているが
ここでは述べない。たとえば [16] を参照されたい。
ジョルダン代数のノルムを保存する群に関する定理を引用しておく。階
数 r の power associative algebra の generic norm N(x) は r 次であるが、
これから、

N(x1, ..., xr) =
1

r!

r∑
j=1

(−1)j
∑

i1<···<ij

N(xi1 + · · ·+ xij)

とおいて、r 多重線形写像をつくっておく。

Theorem 6.1 ([17] Volume 2, p. 396, p. 399) F を標数 0 の体、J

を F 上中心的単純ジョルダン代数とする。J の rank を r、ノルム（固有
多項式の定数項 ×(−1)r、すなわちdet) を N と書く。J の単位元を e と
書き、トレース 0 の部分加群を J0 と書く。

1. η ∈ GL(J) が J の自己同型であるための必要十分条件はすべての
x ∈ J について N(η(x)) = N(x) かつ、η(e) = e となることである。

2. N を自然に多重線形化したものを N(x1, ..., xr) とする。すると T ∈
End(J) について、

N(T(x1), ..., xr) +N(x1, T(x2), ..., xr) + · · ·+N(x1, ..., T(xr)) = 0

であることと、ある c, ai, bi ∈ J0 についてT = L(c)+
∑m

i=1[L(ai), L(bi)]

となることは同値である。これは Lie 環になるが、これはノルムを
保存するが、単位元 e は保存しないかもしれないGL(V) の元のな
す Lie 群の Lie 環である。
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{上の２番目の条件が成り立つような T のなす加群 } ∼= J0 ⊕Der(J) で
もある。実際にはこれは単に加群なわけではなく、ふつうの bracket 積
について Lie 環になる。これは後で述べる Tits construction のひとつで
あり、E6 型の一部などをこれで記述することもできる。
このように、何らかの斉次多項式を不変にするという形での特徴づけ
はほかにもある。たとえば E7 型について exceptional Freudenthal triple

system というものが知られている。これはこれで面白いが、しかし、こ
れはすべての F-form を説明するわけではない。

7 Exceptional Jordan Algebra

F 上の中心的単純 Jordan 代数であって、特に結合的代数 A から A+

として得られる Jordan 代数に埋め込めないものを exceptional という。
これはいつでも F 上 27 次元である。特に F を代数体とすると例外ジョ
ルダン代数は、reduced（係数体を代数閉体まであげたときと直交べき等
元をなす最大個数が等しい、あるいは今の場合、単位元以外に巾等元が
ある）となり、その構造は次のように書かれる。M3(F) 内の対角行列

I =

 a 0 0

0 b 0

0 0 c


をとり、F 上の Cayley 代数 C について

Herm3(C, I) = {X ∈ M3(C);
tĀ = I−1AI}

とおく。積の演算を
x ◦ y = (xy+ yx)/2

で定義する。任意の reduce exceptional Jordan algebra は適当な C と I

を用いてこのように書ける。特に C が split Cayley で、I が単位行列な
らばもっとも単純であろう。

Theorem 7.1 (1)２つの reduced simple exceptional Jordan algebra Herm(C1, I1)

と Herm(C2, I2) について、ノルム形式が相似なこと、たがいに isotope

なこと、C1
∼= C2 なことは同値である。

(2) ２つの reduced simple exceptional Jordan algebra Herm(C1, I1) と
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Herm(C2, I2) 同型であるための必要十分条件は C1
∼= C2 であり、かつ

x ∈ Herm(Ci, Ii) に対して tr(x2) を２次形式と見なしたときに、これが
２次形式として同型であることが必要十分である。

特に C が split ならば２次形式は皆同値であり、C が division ならば、
実素点では I = (1, 1, 1)と I = (1, 1,−1)の２つに皆同値である。よって、
２次形式の Hasse の原理より代数体上の中心的単純例外ジョルダン代数
は高々 3t 個存在する。ただし t は F の実素点の個数である。実際には、
ちょうど 3t 個存在する。これは、Cayley algebra を 2t 個、うまく選ん
でおき、さらに involution を決める対角行列として、実素点での符号分
布がうまいものをとればよいだけであるから、容易にわかる。
reduced でない exceptional simple Jordan algebra は一般の体上では
存在する。その構成は Tits によりすべてかたがついているようである。
([16]

8 Tits construction

Tits による、例外 Lie 環、ないしは一部の古典 Lie 環の一般的な構成
法が知られている。これを解説する。F を標数 0 の体とする。A を F 上
の composition algebra 、J を F 上の中心的単純ジョルダン代数で rank

が 1 または 3 のものとする。(rank 1 というのはすなわち F 自身のこと
である。）A0, J0 でそれぞれ A, J のトレース 0 の submodule とする。F

上のベクトル空間 T(A, J) を

T(A, J) = Der(A)⊕A0 ⊗ J0 ⊕Der(J),

とベクトル空間の直和で定義する。
T(A, J) には次の演算で、Lie 環の構造がはいる。まず、Der(A) と

Der(J) は前に述べたように Lie 環である。Der(A) ⊕ Der(J) の部分は
Lie 環としての直和とする。すなわち D ∈ Der(A) と E ∈ Der(J) につい
ては [D,E] = 0 とおくのである。その他についてはまず、記号を準備す
る。A ̸= F のとき、a, b ∈ A について、

a ∗ b = ab−
1

2
Tr(ab)1,

また、J が rank 3 のとき x, y ∈ J について

x ∗ y = xy−
1

3
Tr(xy)1
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。と書くことにする。ここで Tr は有限次元の power associative algebra

の一般論で定義される generic trace である。ゆえにもっと一般的な書き
方をすれば X ∗ Y = XY − r−1Tr(XY)1 (r は algebra の rank, すなわち元
の最小多項式の最大次数）としてもよい。Tr(X ∗ Y) = 0 である。さて、
D ∈ Der(A), E ∈ Der(J) と a⊗ x ∈ A0 ⊗ J0 については

[a⊗ x,D+ E] = (Da)⊗ x+ a⊗ (Ex),

[a⊗ x, b⊗ y] =
1

12
Tr(xy)Da,b + (a ∗ b)⊗ (x ∗ y) + 1

2
Tr(ab)[L(x), L(y)]

と定義する。ここで、Da,b = [[L(a), L(b)] + [L(a), R(b)] + [R(a), R(b)]

とおいている。
いくつか具体例を挙げる。

1. J = F ならば、J0 = 0, Der(F) = 0 であるから、T(A, J) = Der(A)

である。

2. A = F ならば、A0 = 0, Der(A) = 0 であるから、T(A, J) = Der(J)

である。

3. A が F 上２次ならば、A0 = Fα であり、T(A, J) = αJ0 ⊕Der(J) で
ある。

4. Jが結合的代数 Bより J = B+ と得られているとすると、Der(B+) =

Der(B) = {ad(b);b ∈ B, tr(b) = 0}であるからDer(J) ∼= B0と同一
視できる。よって T(A, J) = Der(A)+(F+A0)⊗J0 = Der(A)+A⊗J0

と見なせる。

Tits-Freudenthal magic square:

A\J R H3(R) H3(C) H3(H) H3(O)

R 0 A1 A2 C3 F4

C 0 A2 A2 ⊕A2 A5 E6

H A1 C3 A5 A6 E7

O G2 F4 E6 E7 E8
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9 その他の非結合代数
この節では Allison [3]にでてくる、以上のいずれとも異なる algebraに
ついて述べる。可換な分離４次代数 Aとµ ∈ F× に対してQuartic Cayley

を前のように定義し、F× の元を成分とする対角行列 γ をひとつ取る。

P = {X ∈ M3(CD(A,µ));γ−1 tX̄γ = −X, tr(X) = 0}

とおく。ただし、tr(X) = x11 + x22 + x33 と定義している。ここで

K(CD(A,µ), γ) = Inder(CD(A,µ))⊕ P

とおくと、これは Lie 環になる。積は、D, E ∈ Inder(CD(A,µ)), X =

(xij), Y = (yij) ∈ P に対して、

[(D,X), (E, Y)] = ([D,E] + ∆X,Y, DY − EX+ [X, Y]0)

と定義する。ここで、

∆X,Y =
1

2

3∑
i,j=1

Dxij,yji ,

DX = DX = (Dxij)

[X, Y]0 = XY − YX−
1

3
tr(XY − YX)I.

ただし、I は単位行列。

10 例外 Lie 環の分類
この節では、標数 0 の体、または代数体上の例外 Lie 環の分類の一覧
を述べることが目的である。この講演をサマースクールで行ったときに
は、既存の文献では E6 だけ分類の結論が少し不十分な部分があった。こ
れはのちに渡部隆夫氏によって補充されプレプリントが存在している。こ
れについてはここでは述べない。あとは当時からすべて文献が完備して
いた。D4 は一応の完全な分類は与えられてはいるが、あまり単純では
ないので、わたしにはたとえば個数などがあまりうまく読み取れなかっ
た。論文案内としては G2 は Jacobson [13], F4 は Tomber [28]、あるい
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は Hijikata [11] であるが、これらについては易しいので、この論説で証
明は（標準的な教科書の内容を既知とした上で）完全な解説をする。体
は任意の標数 0 の体でよい。E6 については Ferrar [9] であり、E7 につい
ては Ferrar [8], [10] である。D4 特に exceptional D4 と呼ばれているも
のについてはAllison [3] で完全に扱われている。また、E8 については特
に文献は見あたらないが、E8 のHasse 原理の確定した今となってはやさ
しいので、具体的に結論を与えておく。これらでは、体を代数体（また
は局所体）と仮定する。任意の標数 0 だとよくわからない。（実際かなり
状況は複雑になるはずである。たとえば division の例外ジョルダン代数
が存在するとか何とか。）なお、通常古典群と言われている、A, B, C, D

型だが、D4 だけは少々特殊で、たとえば Jacobson [14] の分類からは除
外されている。これは例外として、[3] で構成し分類されている。コホモ
ロジー論としては、Satake [24] に完全に記述されている。これをもって
分類と言うこともできるが、具体的に与えられる方が好ましいと思う。

Theorem 10.1 Fを標数 0の体とする。Cayley代数 Cについて、Der(C)

は G2 型の Lie環であるが、逆に G2 の Lie環の任意の F-formはDer(C)

(C は F 上の Cayley 代数）とかける。また、Der(C1) ∼= Der(C2) である
ための必要十分条件は F 上の代数として C1

∼= C2 となることである。

F が代数体ならば、同型でないものの個数は（C が各実素点で division

or split に応じて）2t 個 (t は F の実素点の数）である。

Theorem 10.2 F を標数 0 の体とする。F 上の中心的単純例外ジョルダ
ン代数 J にたいし、Der(J) は F4 型の Lie 環であるが、逆に F4 の Lie

環の任意の F-form はDer(J) (J は F 上の中心的単純例外ジョルダン代
数）とかける。また、Der(J1) ∼= Der(J2) であるための必要十分条件は F

上の代数として J1 ∼= J2 となることである。

F が代数体ならば、同型でないものの個数は 3t 個 (t は F の実素点の
数）である。これは J = Herm(C, I) において C が各実素点で split の場
合、および、division であって I が「正定値」のばあいと「不定符号」の
場合の３通りだからである。

Theorem 10.3 Fを代数体とする。E8 型 Lie環の任意の F-formは適当な
F 上の Cayley 代数 A と 中心的単純例外ジョルダン代数 J = Herm(C, I)

に対して、Tits construction T(A, J) = Der(A) +A0 ⊗ J0 +Der(J) で与
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えられる。T(A1, J1) ∼= T(A2, J2) であるための必要十分条件は、各実素点
v でこれらが同型であることである。具体的には、
(1) A, C division at v, I 単位行列、
(2) A division, C split, at v, I 単位行列、
(3) A, C split at v, I 単位行列
ととればよい。

以上で、F 上の E8 の個数は、3t 個（t は F の実素点の数）がわかっ
た。なお、上記で各実素点での与え方であるが、(2), (3) のかわりに
(2)’ A split, C division, I = diag(1,−1, 1) または単位行列
(3)’ A division, C division, I = diag(1,−1, 1)

としてもよい。
さて、以上では代数体 F について F-form は実素点のみで決まってお
り有限個しかなかった。しかし、 E6、E7 についてはもっと複雑であり、
無限個になる。

Theorem 10.4 (Ferrar [8]) F を代数体とする。E7 型 Lie 環の任意の
F-form はTits construction T(A, J) = Der(A)+A0⊗ J0 +Der(J)（A は
F 上の 4 元数環、J は F 上の中心的単純例外ジョルダン代数）になる。
T(A1, J1) ∼= T(A2, J2) であるための必要十分条件は
(1) F 上 A1

∼= A2 であり、かつ
(2) 各実素点で同型
の 2つの条件で与えられる。L(A, J)の実素点での同型類は J = Herm(C, I)

とすると
(1) A, C が split

(2) A が split で C が division、 I は任意
(3) Aが divisionで Cが split (または Cが divisionで I = diag(1, 1,−1))

(4) A が division で C が division, I が単位行列
の 4 通りである。

E6 の Lie 環は外部自己同型が存在する。閉体上の Lie 環から、内部
自己同型による twist で得られるのを E6 型（または E6I 型）, それ以外
を 2E6 型（または E6II 型）ということにする。補助的に中心的単純例外
ジョルダン代数 J に対してL0(J) = L(J0)⊕ [L(J0), L(J0)] とおく。これは
ほぼ T(F2, J) である。T(C,M3(F)) ∼= L0(Herm(C, 13))である。（ここで、
M3(F) は M3(F+ F) で involution 不変な元と解釈すればよい。）

20



Theorem 10.5 (Ferrar [9]) 代数体 F 上の E6 型の Lie 環の任意の F

form は、適当な Cayley 代数 C とM3(F̄)
+ の F-form である中心的単純

ジョルダン代数 J によるTits construction T(C, J) = Der(C)⊕C0 ⊗ J0 ⊕
Der(J) ∼= Der(C)⊕ C⊗ J0 で書ける。もし T(C1, J1) ∼= T(C2, J2) ならば
C1

∼= C2 である。さらに M3(F̄) の F-form B について J1 = B+ となって
いれば、J2 もそうであり、J1 ∼= J2 である。（この場合がちょうど type E6I

である。）

上に述べたように、E6,I の一部（B = M3(F)となるもの）は (L′)(J ) (J

は例外型中心的単純ジョルダン代数）とかける。E6 については 2E6 にお
いて、同型になるための条件は従来あまり明確に述べられていなかった。
特に単に同型というだけだと、非常にはっきりしていなかった。M3(F̄)

+

の　ジョルダン代数としての F-form は B+ だけではないことに注意す
べきである。すなわち第２種の involution を持つ algebra の symmetric

element (involution で不変な元、つまりはエルミート行列のようなもの）
からなるジョルダン代数がある。これが type E6II である。上の定理で
はこの部分の同型条件が不十分であって、改良する余地があった。ただ
し注意として、J が同型という条件は望めないことが知られている。い
わゆる isotope でさえないという実例が知られている。）また、互いに
inner isomorphic になるための条件については Hasse 原理が成り立つが、
isomorphicというだけだと Hasse原理は正しくないことが知られている。
現在は outer twist をこめた分類は前に述べたように渡部氏により解決
されているのでそちらの文献を参照されたい。
次にD4を見る。F上４次の分離的可換代数Aに対して、次のような代数
を考える。a ∈ Aについて、

∧2
Aの線形変換をFa(b∧d) = ac∧d+c∧ad

と定義する。さらに M2(End(
∧2

A)) の部分代数で、(
Fb 0

0 Fbθ

)
,

(
0 µI

I 0

)
で生成される結合代数を Q とする。

R = {FbFc;b, c ∈ A, tr(b) = tr(c) = 0} で生成される代数

とする。R は F 上の３次分離的可換代数で、これを(
R 0

0 R

)
と同一視すると、Rは Qの中心であり、Qは R上の「４元数環」になる。
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Theorem 10.6 F を代数体とすると 、F 上の D4 型の Lie 環はみな
K(CD(A,µ), γ) の形にかける。ここで A, µ, γ などは quartic Cayley

algebra のところで説明したとおりであるが、さらに µ を totally negative,

γ を γ = diag(1, γ2, 1) (γ2 ∈ F×) ととれる。同型であるための条件は
（１）対応する Q が同型であり
（２）Av が１次直和因子を持つような実素 v に対して、γ2 が同符号
となることである。（ただし同型ならば一方の A が v で一次直和因子を
持てば他方もそうである。）

同型であるための条件は、やや複雑であり、たとえば個数がいくつで
あるのか等、わたしには読み取れる形には見えなかった。原論文を参照
されたい。　

11 Algebra の decent

以下、G2 と F4 の場合にほぼ完全な証明をつけることをめざす。前と同
様、Fを標数 0の可換体、 F̄を代数的閉包、P を Fの有限次ガロア拡大と
する。V を F̄ 上のベクトル空間とする。V は自然に F ベクトル空間とも
見なせるが、この意味でのV の F 線形部分空間 V1 であってV1 ×F F̄ = V

となるものを分類する。分類すると言っても、ベクトル空間は次元が同じ
ならばみな同型だから別に抽象的に F 同型類を考えようとしているわけ
ではない。V 内の F subspace として、全部数え上げようとしているので
ある。s ∈ Gal(F̄/F) を一つ固定する。ガロア群の作用は伝統にしたがっ
て右作用で書く。（うっかり最初左作用で書いてみたら、思いのほか訂正
すべきことが多くなって、伝統の記号になじまなくなってしまった。）V

から V への F 線形同型写像 Us をこの作用にあわせるために右からの作
用で書く。任意の a ∈ F̄, x ∈ V について (ax)Us = asUs(x) となるとき、
Us を F̄ semi-linear ということにする。V は代数多様体として F̄ の作用
がついている分だけ通常より複雑になっている。

Theorem 11.1 次の２つの集合は１対１に対応する。
（１）Gal(F̄/F) から, F̄-semi-linear mappings の族 Us (s ∈ Gal(F̄/F))

への連続写像で、(1) U1 = 1, (2) Ust = UsUt となるもの。
（２）V の部分 F 線形空間 V1 で、V1 ⊗F F̄ = V となるもの。
具体的な対応は Us に対しては、V1 = {v ∈ V ; vUs = v} とおけばよい。
逆に V1 があれば、(v⊗ a)Us = v⊗ as として F 線形に延ばせばよい。
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証明：（２）ならば、V1 の F 上の基底は F̄ 上の基底でもある。よって、
a ∈ F̄, v ∈ V1 について、(av)Us = asvと定義すれば、Us が（１）をみた
すのは明らかである。次に（１）を仮定する。V1 = {v ∈ V ; vUs = v}とお
く。x ∈ V をひとつ固定すると、s → Usは連続であるからxUs = xとなる
s ∈ Gal(F̄/F)はGal(F̄/F)ないで finite indexである。これに対応する体の
F上のガロア閉包を Lとし、G = Gal(L/F)とおく。a ∈ Lと x ∈ V につ
いてy =

∑
s∈G asxUsとおくと t ∈ Gについて、yUt =

∑
s∈G atsxUts = y

となるから y ∈ V1. 実際は t ∈ Gal(F̄/F) についても as 上にはG の元を
通じて作用するので、任意の t ∈ Gal(F̄/F) についても、ats, xU(ts) は
G を通じた作用と思ってよく yUt = y となる。よって y ∈ V1 である。
L/Fの基底をa1,...,an とし、yi =

∑
s∈Gal(L/F)(ai)

sxUs とおくと、yi ∈ V1.

また、((a1)
s, (a2)

s, ..., (an)
s) (s ∈ Gal(L/F)) は線形独立であることはよ

く知られているので、xUs は yi の L 線形結合になる。すなわち、x も
yiU

−1
s = yi の L線形結合になるわけである。よって、任意の V の元は V1

の元の F̄線形結合でかける。よって、V1 は L上線形独立な dim(V)個のベ
クトル a1,. . . ,an がある。V1 の F 上の次元はやはり dim(V) と一致する。
実際、an+1 ∈ V1 を上に付け加えても F 上独立とすると an+1 =

∑n

i=1 ciai

と書け、U(s) を作用させて、s(ci) − ci = 0 がわかる。すなわち、ci ∈ F

となり、独立に反する。証明終わり。
この descent data のとり方と、A. Weil による、一般的な代数多様体
の定義体に descent に関する criterion の関係を少し見ておく。V を L 上
の代数多様体として、s ∈ G = Gal(L/F) についてV から Vs への同型 fs

が cocycle condition fst = (fts)ft を満たせば F 上の代数多様体 V1 で、L

上 V と同型なものが取れるのであった。もう少し正確に言えば、cocycle

{ft} があるとき、ある L 上の isomorphism f : V1 → V で、fs = fsf とな
るものが、存在する。
今のわれわれの場合、V は単なるベクトル空間だからVs = V にしかな
らない。しかし、Us は明らかに代数多様体の意味での morphism ではな
いから、これがたとえば fs の変わりになるわけではない。このずれを一応
説明しておく。V の座標を指定して、点集合上での Gの作用を固定してお
く。（たとえば、V = Ln として、(a1, . . . , an)

s = ((a1)
s, . . . , (an)

s)など。）
descent data {Us} が与えられていれば、これに対して V1 が決まり、V1

の基底 e1,...,en をとれば x =
∑n

i=1 ciei とするとき、xUs =
∑n

i=1 s(ci)ei
となる。ここで、(xUs−1)s =

∑n

i=1 ci(ei)
s である。(ei)

s はまた V の基底
であるから、L の行列B(s) により、(esi) = B(s)(ei) と書ける。x ∈ Lm に
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対して、fs(x) = (xUs−1)s = B(s)B−1x とおけば、fst = (fts)ft となる。実
際、fst(x) = (xUt−1s−1)st = ((xUt−1)Us−1)st であり、ft(x) = (xUt−1)t だ
から、y = xUt−1 とおいて、

fst(x) = fts(y
t) = (fs(y))

t = (yUs−1)st = (xUt−1Us−1)st

となり、示された。これにより fst = (fts)ft となる。逆に fs が V から V

への vector space としての algebraic morphism ということは、線形写像
ということであるから、行列 A(s) を用いて、ft(x) = A(s)x とおくと、
つまりはA(st) = (A(s))tA(t) であり、GLn(L) valued の 1-cocycle であ
る。H1(Gal(L/F), GLn(L)) = {1} であるから、A(s) = BsB−1 となる行列
B ∈ GLn(L) が存在する。B = (e1, . . . , en) と B の列ベクトルを書くと、

A(s)(

n∑
i=1

ciei) = (c1, ..., cn)B
s

であるから、x =
∑n

i=1 ciei とおくと xUs =
∑n

i=1 c
s
iei とおくときUs は

descent data で、fs(x) = (xUs−1)s となる。
1 cocycle {fs} で記述できる対象は，より正確に言えば、次のようにな
る。L上の代数多様体 V に対して、Vi を F上の代数多様体、fi を Vi から
V への L 上の同型とする。このような、(V1, f1) と (V2, f2) が、F 上同型
というのを、ある V1 から、 V2 への F 上定義された同型 h で、f1 = f2h

となるものがとれることとすると、1-cocycle {fs} は、このような意味で
の F 上の同型類と１対１に対応する。また、V と L 上同型な V1, V2 を、
埋め込みの写像と関係のない V1 と V2 の F 上の同型で分類すると、こ
れは 1-cocycle の cohomology の意味での同型類に１対１に対応する。す
なわち {fs} と {gs} が、V のある線形同型 H について、HsfsH

−1 = gs を
すべての s について満たすとき、同値というのであった。これは F 上の
「抽象的」同型類と対応する。（もちろん今の場合みな同型になるが。）

V に algebra の構造も入っているときは、同型類の記述も次のように
できる。

Theorem 11.2 V を F̄ 上の代数とする。次の２つは集合として自然に
１対１である。
（１）V の semi-linear mapping でかつ F 上の algebra しての同型写像
の族Us (s ∈ Gal(F̄/F)) で、(1) U1 = 1, (2) Ust = UsUt となるもの。
（２）V の F 線形部分空間 V1 で V1 ⊗F F̄ = V かつ subalgebra になるも
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の。
さらに、V1 と V2 が (2) の通りとし、対応する (1) の族をUs, Vs とす
ると、V1 と V2 が F-algebra として同型であるための必要十分条件は、V

の F̄ 上の algebra としての同型写像 A が存在して、任意の s ∈ Gal(F̄/F)

についてAUsA
−1 = Vs となることである。

簡単のために上の (1) の条件を満たす族 {Us} を descent data と呼ぶ
ことにする。

Lemma 11.3 V1 ⊂ V の descent data を Us とすると、Der(V1) の
descent data は IntUs である。

証明：ここでDer(V1)というのは、V1の F線形変換でD(xy) = (Dx)y+

x(Dy) であるものである。これは実際には F̄ 線形に延ばせば Der(V) の
元でV1 を不変にするものと言っても同じである。V の自己同型写像 U(s)

（s ∈ Gal(F̄/F) ) について、D ∈ Der(V) に対して、(IntU(s))(D) =

U(s)DU(s)−1 とおくと、(IntU(s))(D) ∈ Der(V) であることが定義どお
りに計算してただちにわかる。さらには a ∈ F̄ と x ∈ V について

(IntU(s))(aD)(x) = U(s)(aD)U(s)−1(x) = U(s)(a(DU(s)−1(x)) = as(IntU(s))(D)

がわかる。よって IntU(s) は Der(V) の descent data である。さらに
D ∈ Der(V1) ならば、x ∈ V1 についてDx ∈ V1 であるが、このとき
U(s)x = x, U(s)(Dx) = Dx であるから、

(IntU(s)(D))(x) = U(s)DU(s)−1(x) = U(s)(Dx) = Dx.

つまり、(IntU(s))(D) と D は V1 上で一致するが、V 上でも

U(s)DU(s)−1

n∑
i=1

ciai = U(S)

n∑
i=1

s−1(ci)D(ai) =

n∑
i=1

ciD(ai).

よって、(IntU(s))(D) = D. 逆に (IntU(s))(D) = D ならば、U(s)D =

DU(s) より、U(s)D(x) = DU(s)(x) だから、x ∈ V1 ならばU(s)(Dx) =

Dx となり、U(s) が V1 の descent data だから、Dx ∈ V1 となる。証明
終わり。
これを用いて次を証明する。
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Theorem 11.4 V を F̄ 上の代数とする。任意の Der(V) の（F̄ 上の
Lie 代数としての）自己同型写像 ϕ に対して A ∈ Aut(V) で ϕ(D) =

Int(A)(D) = ADA−1 (D ∈ Der(V)）となるものがただ一つ存在すると
仮定する。
このとき次が成り立つ。

(1) V の、F-subalgebra V1, V2 が Vi ⊗F F̄ = V (i = 1, 2)であるとする。
このとき、Der(V1) と Der(V2) が、 F 上の Lie algebra として同型であ
るための必要十分条件は F 上の algebra としての同型 V1

∼= V2 が存在す
ることである。
(2) V の F-subalgebra V0 で V = V0 ⊗F F̄ となるものが一つは存在すると
仮定する。このとき L1 が Der(V) の F 上の Lie subalgebra でDer(V) =

L1⊗F F̄ なるものとするとV の F subalgebra V1 が存在して、L1 = Der(V1)

となる。

証明：(1)Der(V1)からDer(V2)への同型写像 ϕに対して、ϕ = Int(A)

となる A ∈ Aut(V) をとる。V1 と V2 に対応する semi-linear 同型の族
をUs と Vs とする。すると Der(V2) に対応する descent data は IntUs

でもあり、 Int(A−1VSA) でもあり、よって Int(Us) = Int(A−1VsA). し
かし、Aut(Der(V)) の Aut(V) の元への持ち上げの一意性より、実は
Us = A−1VsA. よって、v ∈ V1 ならばUsv = v だが、A−1VsAv = v, す
なわち VsAv = Av である。すなわち Av ∈ V2. よって V1

∼= V2 である。
(2) V0 の descent data を Us とすると L0 = DerF(V0) として、L0 の
descent data を us と書くと us = IntU(s) である。L1 の descent data

を vs と書く。u−1
s vs は、明らかに Der(V) の F̄ linear isomorphism で

あるから、ある、A(s) ∈ Aut(V) があって、u−1
s vs = IntA(s) とかけ

る。すなわち、D ∈ Der(V) に対して、vs(D) = usInt(A(s))(D) =

U(s)A(s)DA(s)−1U(s)−1 である。W(s) = U(s)A(s) とおいて、これが
V の descent data であることをいう。vs は descent data だから v1 = 1,

vst = vsvt. Aut(Der(V)) は Aut(V) の unique な元からくるのだから、
W(1) = 1, W(st) = W(s)W(t). さらにA(s)は F̄ linearで、U(s)は semi

linear であるから、W(s) も semi linear である。descent data W(s) に
対応する V の subalgebra を V1 とすると、Der(V1) の descent data は
Int(W(s)) = vs であるから、L1 = Der(V1) となる。証明終。

Corollary 1 F を任意の代数体とする。F 上の任意の G2 型 Lie 代数は、
F 上のある Cayley 代数 C の derivations DerF(C) で与えられる。また、
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F 上の任意の F4 型の Lie 代数は、ある F 上の Cayley 代数に対する３
次のエルミート行列 Herm(3, C) すなわち F 上の（ reduced な）例外型
ジョルダン代数の derivations Der(Herm(3, C)) で与えられる。また、こ
れらの Lie 代数が F 上同型であるための必要十分条件はC が同型である
こと、または Herm(3, C) が同型であることが必要十分条件である。

証明：
(1) 任意の代数体 F 上に F 上 central な Cayley algebra が存在する。実
際、定義の４元数環として、F上次数２の行列環をとれば、いわゆる split

Cayley が定義される。また、同じ Cayley algebra をもちいて、３行３列
の Cayley hermitian をとって、F 上 central な例外型単純ジョルダン代
数が存在することがわかる。以上で定理の条件の一部が示された。
(2) C を Cayley, J を F 上の例外型単純ジョルダン代数とするとき、
Der(C ⊗F F̄) と Der(J ⊗F F̄) の Lie 代数としての自己同型は C および
J の自己同型写像から得られる内部自己同型に限る。これがもともとの定
理の重要な仮定であるが、これは証明は略す。根拠は G2 と F4 で、outer

twist が存在せず、また、 center も trivial であることに基づく。
(3) 以上、２つの条件さえ整えば、あとは定理の主張の通りである。

12 結語
いくつか感想を述べたい。

1. 非結合代数というのはなかなか、奥が深い。Lie環では、標数正では
一般論はそのままではうまくいかないといわれているしかし、ジョ
ルダン代数については、任意標数で考えることがいろいろ行われ
ていて成功しているらしい。たとえば通常のジョルダン代数の定
義は標数２ではいかにも都合が悪いので、tXYX のような算法に基
礎をおいた quadratic Jordan というものが考えられている。また
Jordan triple system も標数３などで、あきらかに問題が生じるの
で、Jordan pair の理論というのに書き換えられて閉体上の分類ま
で書かれている (Loos, Springer Lecture Note 460). これらはある種
の純粋の代数であって、当然それなりの透明感があるし、極端な予
備知識もあまりいらない。これらは趣味としてはなかなか面白そう
と思う一方で、大勢の人間がやるべきことではないだろうとも思う。
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2. 整数環の話も少し存在する。たとえば代数体上の Cayley algebraに
おいて、極大整数環の概念は普通に定義される。極大整数環が同型
を除いていくつ存在するか（４元数環でいうところの type number

はいくつか）という問題は興味深いが、ほかの algebraと異なる本質
的な問題は、局所体上、いったい極大整数環の同型類がいくつある
かということである。このような局所的な状態さえわかれば、global
は単なる adelic group の類数問題に過ぎないからである。このあ
たりは私も一度考えてみて、Cayley algebra では non arichimedean

local field 上ではただひとつで、maximal order は Q 上でもやは
りただひとつという結論を出したことがあるが、([12]), 残念ながら
これは私が最初ではなく、Blie and Springer [4] にやられてあった。
Jordan algebraのときは、普通の定義だと (xy+yx)/2に近い定義で
は整数を扱うには明らかに不都合なのでかわりに quadratic Jordan

algebra を考えねばならない。これについて私の知っている文献は
Racine [22] のみである。結論は、special Jordan は associative に
帰着し、exceptionalは完全にははっきりしないということのようで
ある。かなり古い文献なのでその後の発展があるのかもしれない。
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