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0 代数体の基礎

0.1 無限素点

F を Q 上の有限次拡大体として, 拡大次数を [F : Q] = n とする.

Hom(F,C) = {σ : F −→ C | Q-同型 }

に同値関係 ∼ を

σ ∼ σ′ ⇐⇒ σ′(x) = σ(x) (∀x ∈ F )

と定める. この同値関係の完全代表系 V∞ を一つ固定する. 即ち

Hom(F,C) ⊃ V∞ ∋ σ ←→ [σ] ∈ Hom(F,C)/ ∼

V∞ の元を無限素点という. 次の分割がある.

V∞ = VR ∪ VC

VR = {σ ∈ V∞ | σ(F ) ⊂ R}, VC = {σ ∈ V∞ | σ(F ) ̸⊂ R}

VR の元を実素点, VC の元を虚素点という. 明らかに

[σ] =

{
{σ} (σ ∈ VR)
{σ, σ} (σ ∈ VC)

であるから
Hom(F,C) = VR ∪ {σ, σ | σ ∈ VC}

となる. とくに
r1 = ♯VR, r2 = ♯VC

とおけば,
n = ♯Hom(F,C) = r1 + 2r2

である. 以下では

VR = {σ1, · · · , σr1}, VC = {σr1+1, · · · , σr1+r2}

とする.

無限素点 σ は具体的に次のように構成される. 単純拡大定理から, θ ∈ F で
F = Q(θ) となるものがある. θ の最小多項式を mθ(x) ∈ Q[x] とすれば

deg mθ[x] = [F : Q] = n
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で, 自然な同型

Q[x]/(mθ(x)) −→ F : f(x) mod mθ(x) 7→ f(θ)

がある. mθ(x) の R[x] における既約分解を

mθ(x) = (x − α1) · · · (x − αk) · g1(x) · · · gℓ(x) (deg gi(x) = 2)

とする. 明らかに

R[x]/(x − αi) ∼= R, R[x]/(gj(x)) ∼= C

従って

Q[x]/(mθ(x)) ⊗ R = R[x]/(mθ(x))
∼= R[x]/(x − α1) ⊕ · · · ⊕ R[x]/(x − αk) ⊕ R[x]/(g1(x)) ⊕ · · · ⊕ R[x]/(gℓ(x))
∼= R ⊕ · · · ⊕ R ⊕ C ⊕ · · · ⊕ C

これから

F ∼= Q[x]/(mθ(x)) ↪→ R[x]/(mθ(x)) ∼= Rk ⊕ Cℓ −→ R,C

で, R または C への写像ができる. また k = r1, ℓ = r2 となる.

Lemma 1 F ⊗Q R ∼= Rr1 × Cr2.

定義 σ ∈ V∞ に対し

Fσ =

{
R (σ ∈ VR)
C (σ ∈ VC)

と定め, ノルム

| · |σ : Fσ −→ R : |a|σ =

{
|a| (v ∈ VR)

|a|2 = aa (v ∈ VC)

を Fσ の正規付値という. また

FR =
∏

σ∈V∞

Fσ = Rr1 × Cr2 ∼= F ⊗Q R

とおく. FR は環で,
F −→ FR : a 7→ (σ(a))

により F ⊂ FR とみなす.
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0.2 FR の内積とノルム

FR の共役を
FR ∋ x = (xσ) −→ x = (xσ) ∈ FR

とする. FR 上のトレースとノルムを

TrFR
(x) =

∑
σ∈V∞

TrFσ/R(xσ) =
∑
σ∈VR

xσ +
∑
σ∈VC

(xσ + xσ)

NrFR
(x) =

∏
σ∈V∞

NrFσ/R(xσ) =
∏

σ∈VR

xσ

∏
σ∈VC

xσxσ

と定める. FR にHermite内積とノルムを

⟨x, y⟩ = TrFR
(xy), ||x|| =

√
⟨x, x⟩

で定義する.
1 = (1, 1, · · · , 1) ∈ FR

に対し
||1|| =

√
n

である.
FR,+ = {(xσ) ∈ FR | xσ ∈ R>0} ⊂ F×

R

とおく. x = (xσ) ∈ F×
R に対し

abs(x) = (|xσ|) ∈ FR,+

と定義する.

0.3 整数環と判別式

a ∈ F の Q 上の最小多項式を ma(x) ∈ Q[x] とおく. このとき

O = {a ∈ F | ma(x) ∈ Z[x]}

は F の部分環でDedekind環をなす. これを F の整数環という.

Lemma 2 O はランク n のZ加群で, 単射準同型

O −→ FR : a 7→ (σ(a))

により, FR の中の格子とみなせる.
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O のZ上の基底を ω1, · · · , ωn とする. 即ち

O = Zω1 + Zω2 + · · · + Zωn

このとき

Ω =



σ1(ω1) σ1(ω2) · · · σ1(ωn)
...

... · · · ...
σr1(ω1) σr1(ω2) · · · σr1(ωn)

σr1+1(ω1) σr1+1(ω2) · · · σr1+1(ωn)
σr1+1(ω1) σr1+1(ω2) · · · σr1+1(ωn)

...
... · · · ...

σr1+r2(ω1) σr1+r2(ω2) · · · σr1+r2(ωn)
σr1+r2(ω1) σr1+r2(ω2) · · · σr1+r2(ωn)


は n × n 行列で. これから定まる

∆F = (det Ω)2 ∈ Z

を F の判別式という.

格子 O ⊂ FR の基底ベクトルを列にもつ行列を Ω′ とすると

Ω′ =



σ1(ω1) σ1(ω2) · · · σ1(ωn)
...

... · · · ...
σr1(ω1) σr1(ω2) · · · σr1(ωn)

Re σr1+1(ω1) Re σr1+1(ω2) · · · Re σr1+1(ωn)
Imσr1+1(ω1) Imσr1+1(ω2) · · · Imσr1+1(ωn)

...
... · · · ...

Re σr1+r2(ω1) Re σr1+r2(ω2) · · · Re σr1+r2(ωn)
Imσr1+r2(ω1) Imσr1+r2(ω2) · · · Imσr1+r2(ωn)


となる. FR 上の通常の Lebesgue測度を ωFR

とおく. 即ち

ωFR
(

∏
σ∈V∞

{yσ ∈ Fσ | |yσ| 5 1}) = 2r1πr2

このとき, 格子 O の基本領域の体積は

ωFR
(FR/O) = | det Ω′| = 2−r2 | det Ω| = 2−r2

√
|∆F |

となる.

Lemma 3 ωFR
(FR/O) = 2−r2

√
|∆F |.
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0.4 有限素点

p ⊂ O を素イデアルとすると, 非アルキメデス的離散付値

vp : F −→ Z : vp(a) = max{k ∈ Z | a ∈ pk}

が定まる. このようにして得られる離散付値の全体を

Vf = {vp}p

とおき, Vf の元を有限素点という.

v = vp ∈ Vf に対し, 対応する素イデアル p を p(v) と表す. fv = O/p(v) は
有限体でその位数を

qv = ♯fv

とする. これから
| · |v : F −→ R : |a|v = q−v(a)

v

により正規付値を定義する. この付値に関して
Fv: F の完備化
Ov: O の Fv における閉包
pv: p の Fv における閉包
とすれば, Fv は局所コンパクト体, Ov はコンパクトな局所環, pv はその極大
イデアルとなる.

0.5 イデアル類群と単数群

次の記号を使う.

IF : F の分数イデアル群
PF : F の主イデアル群
CF = IF /PF : F のイデアル類群
O×: O の単数群
µF : F に含まれる１のべき根の群
wF = ♯µF : µF の位数

定理 1 (Dirichletの単数定理) 写像 ℓ : O× −→ Rr1+r2 を

ℓ(a) = (log |σ1(a)|, · · · , log |σr1(a)|, log |σr1+1(a)|, · · · , log |σr1+r2(a)|)

と定義する. これは準同型で Kerℓ = µF かつ Imℓ は部分空間

{(xi) ∈ Rr1+r2 | x1 + · · · + xr1 + 2xr1+1 + · · · + 2xr1+r2 = 0}

に含まれるランク r1 + r2 − 1 の格子である.
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0.6 イデールと積公式

S ⊂ Vf を有限部分集合とするとき

A×
S =

∏
σ∈V∞

F×
σ ×

∏
v∈S

F×
v ×

∏
v∈Vf−S

O×
v

とおく. これに積位相を入れることにより, A×
S は局所コンパクト群になる.

S として, すべての有限部分集合を動かして

A× =
⋃
S

A×
S

とおく. A× には, 任意の A×
S が開集合となる最も弱い位相を入れる. これに

より A× は局所コンパクト群になる. A× を F のイデール群という.

A× の元を
λ = (λσ)σ × (λv)v

と表す. 定義から λ ∈ A×
S となる S がある. このとき v ∈ Vf − S では

λv ∈ O×
v だから

v ∈ Vf − S =⇒ |λv|v = 1

よって
|λ|A :=

∏
σ∈V∞

|λσ|σ ×
∏
v∈Vf

|λv|v =
∏

σ∈V∞

|λσ|σ ×
∏
v∈S

|λv|v

は有限な値をとる. これをイデールノルムという.

a ∈ F× に対し,
Sa = {v ∈ Vf | v(a) ̸= 0}

は有限集合であるから

λa := (σ(a))σ × (a)v ∈ A×
Sa

となる.
F× ∋ a 7→ λa ∈ A×

は単射準同型であるから, F× は A× の部分群とみなせる.

定理 2 (積公式) ∀a ∈ F× に対し

|λa|A =
∏

σ∈V∞

|σ(a)|σ ×
∏
v∈Vf

|a|v = 1

である.

7



1 Arakelov因子

1.1 Arakelov因子

V = V∞ ∪ Vf とする. V で生成される群

DivF =

{ ⊕
σ∈V∞

Rσ

}
⊕

⊕
v∈Vf

Zv


をArakelov因子群という. D ∈ DivF は

D =
∑

σ∈V∞

λσσ +
∑
v∈Vf

nvv, (λσ ∈ R, nv ∈ Z)

の形に書ける. nv は有限個の v を除いて 0 である. これをArakelov因子と
いう.

1.2 Arakelov因子の次数とノルム

v ∈ V の次数を

dv =


log(qv) (v ∈ Vf )

2 (v ∈ VC)
1 (v ∈ VR)

と定める. これから

D =
∑

σ∈V∞

λσσ +
∑
v∈Vf

nvv ∈ DivF

に対し
deg(D) :=

∑
σ∈V∞

dσλσ +
∑
v∈Vf

dvnv

により D の次数を定義する. これは準同型

deg : DivF −→ R

を与える. その核を

Div0
F = Ker(deg) = {D ∈ DivF | deg(D) = 0}

とおく. また D のノルムを

Nr(D) = edeg(D) ∈ R>0

と定める.
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1.3 Arakelov類群

a ∈ F× に対し

pd(a) =
∑

σ∈V∞

(− log |σ(a)|)σ +
∑
v∈Vf

v(a)v

とおく. v(a) = 0 (v ̸∈ Sa) だから これは well-defined. pd(a) を主因子とい
う. pd は準同型

pd : F× −→ DivF

を定める.

Lemma 4 Ker(pd) = µF かつ pd(F×) ∈ Div0
F である.

証明 pd(a) = 0 とする. このとき v(a) = 0 (∀v ∈ Vf ) だから a ∈ O× である.
定理１から

a ∈ O× log |σ(a)| = 0 (∀σ) ⇐⇒ a ∈ µF

だから Ker(pd) = µF .

a ∈ F× とする. このとき, 定理 2から

Nr(pd(a)) = edeg(pd(a)) =
∏

σ∈V∞

|σ(a)|−1
σ ×

∏
v∈Vf

qv(a)
v = |λa|−1

A = 1

となるので, deg(pd(a)) = 0. 即ち pd(a) ∈ Div0
F . (qed)

定義 PicF = DivF /pd(F×) を F の Picard群といい, Pic0
F = Div0

F /pd(F×)
を F のArakelov類群という.

Lemma 4から, 完全列

0 −→ µF −→ F× −→ DivF −→ PicF −→ 0

0 −→ µF −→ F× −→ Div0
F −→ Pic0

F −→ 0

がある.

pd を O× に制限すると

pd|O× : O× −→ DivF : pd(a) =
∑

σ∈V∞

(− log |σ(a)|)σ

となる. そこで

Div∞ =
⊕

σ∈V∞

Rσ, Div0
∞ = Div∞ ∩ Div0

F
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とおけば
pd(O×) ⊂ Div0

∞ ⊂ Div∞

となる. そこで

T = Div∞/pd(O×), T 0 = Div0
∞/pd(O×)

とおく.

Lemma 5 T 0 は r1 +r2−1次元コンパクトトーラスで, T ∼= R×T 0 である.

証明 自然に
Div∞ ∋

∑
σ

λσσ ←→ (λσ) ∈ Rr1+r2

と同一視する. このときDiv0
∞ は, 部分空間

{(xi) ∈ Rr1+r2 | x1 + · · · + xr1 + 2xr1+1 + · · · + 2xr1+r2 = 0}

と一致する. 定義から

pd(a) = −ℓ(a) (a ∈ O×)

だから, 定理 1より pd(O×) ⊂ Div0
∞ はランクが r1 + r2 − 1 の格子になるの

で T 0 はコンパクトな r1 + r2 − 1 次元トーラスとなる. (qed)

1.4 イデアル群との関係

Arakelov因子
D =

∑
σ∈V∞

λσσ +
∑
v∈Vf

nvv ∈ DivF

に対し
id(D) =

∏
v∈Vf

p(v)−nv

とおく. これは F の分数イデアルである.

id : DivF −→ IF

は全射準同型を定め, その核は

Ker(id) = Div∞ =
⊕

σ∈V∞

Rσ

である. また
id(pd(a)) = (a−1) (a ∈ F×)

となる.
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命題 1 次の完全列よりなる可換図式がある.

(1)

0 0 0y y y
0 −−−→ O×/µF −−−→ F×/µF −−−→ PF −−−→ 0y ypd

y
0 −−−→ Div∞ −−−→ DivF

id−−−→ IF −−−→ 0y y y
0 −−−→ T −−−→ PicF −−−→ CF −−−→ 0y y y

0 0 0

(2)

0 0 0y y y
0 −−−→ O×/µF −−−→ F×/µF −−−→ PF −−−→ 0y ypd

y
0 −−−→ Div0

∞ −−−→ Div0
F

id−−−→ IF −−−→ 0y y y
0 −−−→ T 0 −−−→ Pic0

F −−−→ CF −−−→ 0y y y
0 0 0

証明 (1) を示す. 縦の列が完全であることは定義から明らか. 横の上二つの
列が完全になることも明らか. これから一番下の列も完全になることは容易
に示せる. (qed)

系 1 Arakelov類群 Pic0
F はイデアル類群 CF の r1 + r2 − 1次元コンパクト

トーラス T 0 による群拡大である.
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定義 id : Div0
F −→ IF の section

di : IF −→ Div0
F

を

di(a) =
∑

σ∈V∞

{
log(Nr(a))

n

}
σ +

∑
v∈Vf

nvv, (a =
∏
v∈Vf

p(v)−nv ∈ IF )

と定義する. ここで Nr(a) は a のノルム

Nr(a) =
∏
v∈Vf

Nr(p(v))−nv =
∏
v∈Vf

q−nv
v ∈ Q×

とする.

1.5 イデール群との関係

A× をイデール群とする. λ = (λσ) × (λv) ∈ A× に対し

div(λ) =
∑

σ∈V∞

(− log |λσ|)σ +
∑
v∈Vf

v(λv)v ∈ DivF

とおけば, div は全射準同型

div : A× −→ DivF

を与える. その核は

Ker(div) = UA =
∏

σ∈V∞

UFσ ×
∏
v∈Vf

O×
v

UFσ = {λσ ∈ F×
σ | |λσ|σ = 1}

である. よって完全列

0 −→ UA −→ A× −→ DivF −→ 0

がある. また A1 = {a ∈ A× | |a|A = 1} とすれば, div(A1) = Div0
F である

から, 完全列
0 −→ UA −→ A1 −→ Div0

F −→ 0

がある.
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1.6 Hermiteラインバンドル

IF × FR,+ の要素をHermiteラインバンドルという.

D =
∑

σ∈V∞

λσσ +
∑
v∈Vf

nvv ∈ DivF

に対し

uD = (e−λσ) ∈ FR,+, h(D) = (id(D), uD) ∈ IF × FR,+

と定義する. 対応 D 7→ h(D) は同型

DivF
∼= IF × FR,+

∼= A×/UA

を与える.

Lemma 6 この対応で
(1) h(0) = (id(0), u0) = (OF ,1)

(2) h(pd(a)) = (id(pd(a)), upd(a)) = (a−1OF , abs(a)) (a ∈ F×)

(3) h(di(a)) = (id(di(a)), udi(a)) = (a, Nr(a)−1/n) (a ∈ IF )

(4) h(D + pd(a)) = (a−1id(D), abs(a)uD) (D ∈ DivF , a ∈ F×)

証明 は容易. (qed)

h の逆写像は

div : IF × FR,+ −→ DivF

div(a, u) =
∑

σ∈V∞

(− log uσ)σ +
∑
v∈Vf

nvv, (a =
∏
v∈Vf

p(v)−nv ∈ IF , u ∈ FR,+)

で

div(h(D)) = D, h(div(a, u)) = (a, u)

deg(div(a, u)) = − log(|NrFR
(u)|Nr(a)) = − log(NrFR

(u)Nr(a))

となる.
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1.7 射影O-加群とイデアル格子

定義 任意の有限生成O-加群 M に対し

rank(M) = dim M ⊗O F

を M のランクという.

命題 2 有限生成O-加群 M に対し, 次の４条件は同値である.

(P1) M は有限生成自由O-加群の直和因子になる.

(P2) 任意の v ∈ Vf に対し, M ⊗O Ov は自由Ov加群になる.

(P3) ∀a ∈ O に対し, M −→ M : x 7→ ax は単射になる.

(P4) 適当な a ∈ IF と 0 5 n ∈ Z をとると, M ∼= On ⊕ a となる.

定義 上の命題の条件を満たす有限生成O-加群を射影O加群という.

Lemma 7 任意のランク 1射影O-加群は, F のある分数イデアルと同型で
ある. 二つの分数イデアル a, b ∈ IF に対し φ : a −→ b がO-同型ならば,
或る a ∈ F× により φ(x) = ax (x ∈ a) となる.

証明 前半は (P4) から容易.

φ : a −→ b をO-加群の同型とする. このとき

φ̃ : ab−1 = a ⊗O b−1 −→ O : x ⊗ y 7→ φ(x)y

はO-加群の同型である. O 自身と同型な分数イデアルは自由O-加群だから
単項イデアルになる. よって, 或る a ∈ F× が存在して, ab−1 = a−1O. この
とき

O a−1倍−−−→ a−1O = ab−1 eφ−−−→ O
はO-同型だから, 1 は単元 ϵ ∈ O× に移る. よって

O ϵ−1倍−−−→ O a−1倍−−−→ a−1O = ab−1 eφ−−−→ O
は恒等写像となるから

φ̃(xy) = φ(x)y = ϵaxy (∀x ∈ a, y ∈ b)

よって φ(x) = ϵax となる. (qed)
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定義 (L,B) を次のようなペアとする.

• L はランクが 1の射影O加群である.

• B は L ⊗Z R = FR 上の正定値Hermite内積で

B(λx, y) = B(x, λy), (x, y, λ ∈ FR)

を満たす.

このとき (L,B) をイデアル格子という. 二つのイデアル格子 (L,B), (L′, B′)
は, O-加群の同型 φ : L −→ L′ で L ⊗Z R = FR = L′ ⊗Z R 上 B と B′ の
等長写像を与えるものが存在するとき, 等長であるという.

命題 3 D ∈ DivF に対し

LD = id(D), BD(x, y) = ⟨uDx, uDy⟩ = TrFR
(uDxuDy) (x, y ∈ FR)

と定義すると (LD, BD) はイデアル格子を与え, 対応 D 7→ (LD, BD) は全
単射

PicF
∼= {F のイデアル格子の等長類 }

を導く.

証明 (LD, BD) がイデアル格子になることは容易.

D =
∑

σ∈V∞

λσσ +
∑
v∈Vf

nvv ∈ DivF

とすれば,

||x||2D = BD(x, x) =
∑

σ∈V∞

dσ|σ(x)e−λσ |2, (x ∈ LD = id(D))

である.

D,D′ ∈ DivF が同値で D′ = D + pd(a) (a ∈ F×) とする. このとき Lemma
6 から

h(D′) = h(D + pd(a)) = (a−1id(D), abs(a)uD)

である. よって

LD′ = a−1LD, uD′ = abs(a)uD = (|σ(a)|e−λσ)

となり
φ : LD′ −→ LD : x 7→ ax
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はO-同型である. これは BD′ と BD の等長に拡張できる. 実際 x ∈ LD′ に
対し

||φ(x)||2D = ||ax||2D =
∑

σ∈V∞

dσ|σ(ax)e−λσ |2 =
∑

σ∈V∞

dσ|σ(x)|σ(a)|e−λσ |2 = ||x||2D′

である. 以上により, 写像

PicF −→ {F のイデアル格子の等長類 } : [D] 7→ [(LD, BD)]

は well-defined である.

(単射性) D,D′ ∈ DivF で, (LD, BD) ∼ (LD′ , BD′) とする. φ : LD′ −→ LD

をO-同型とすれば, Lemma 7 から, 或る a ∈ F× により φ(x) = ax となる.
また等長性から

||x||D′ = ||ax||D, 即ち ||uD′x|| = ||auDx|| (x ∈ LD′ ⊗Z R = FR)

eτ = (δστ )σ ∈ FR とすれば

||uD′eτ || =
√

dτe
−λ′

τ , ||auDeτ || =
√

dτ |τ(a)|e−λτ

だから
e−λ′

τ = |τ(a)|e−λτ , (τ ∈ V∞)

となり
uD′ = abs(a)uD

となる. 以上により

h(D′) = (id(D′), uD′) = (a−1id(D), abs(a)uD) = h(D + pd(a))

であるから, D′ = D + pd(a) となる.

(全射性) [(L,B)] をイデアル格子の等長類とする. Lemma 7 より L = a は
整イデアル としてよい. eτ は

e2
τ = eτ = eτ , eτ · eρ = 0 (τ ̸= ρ)

を満たすから
B(eτ , eρ) = B(e2

τ , eρ) = B(eτ , eτeρ) = 0

となる. よって B はグラム行列 (B(eτ , eρ))τ,ρ の対角成分 B(eτ , eτ ) で決ま
る. そこで

uσ =
√

B(eσ, eσ)/dσ > 0, u = (uσ) ∈ FR,+

とすれば, D = div(a, u) は (LD, BD) ∼ (L,B) を満たす. (qed)
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イデアル格子 (L,B) から定まる FR のHaar測度を ωB とおく. 即ち

ωB(
∏

σ∈V∞

{yσ ∈ Fσ | B(yσ, yσ) 5 1}) = 2r1πr2

とする. このとき
cov(L,B) = ωB(FR/L)

を (B,L) の covolumeという. D ∈ DivF から定まるイデアル格子 (LD, BD)
では

ωD = ωBD
, cov(D) = cov(LD, BD)

とあらわす.
||eσ||D =

√
dσe

−λσ

だから

ωD =

{
2r2

∏
σ∈V∞

e−dσλσ

}
ωFR

となる. とくに D = 0 ならば

ω0 = 2r2 · ωFR
, ωD =

{ ∏
σ∈V∞

e−dσλσ

}
ω0 = NrFR

(uD)ω0

の関係がある. Lemma 3 から

ω0(FR/OF ) =
√
|∆F |, ω0(FR/I) =

√
|∆F |Nr(I) (I ∈ IF )

である.

命題 4 D ∈ DivF に対し

cov(D) = ωD(FR/LD) =
√
|∆F |NrFR

(uD)Nr(id(D)) =
√

|∆F |e− deg(D)

となる. とくに
cov(D) =

√
|∆F | ⇐⇒ deg(D) = 0

で, 対応 D 7→ (LD, BD) は全単射

Pic0
F
∼= {F の cov =

√
|∆F | のイデアル格子の等長類 }

を導く.
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1.8 イデアル格子のHermtie定数

定義 D ∈ DivF に対応するイデアル格子 (LD, BD) に対し

γ(D) = min
0 ̸=x∈LD

||x||2D
cov(D)2/n

を D のHermite定数という.

Lemma 8 ∀x ∈ FR に対し

(1) NrFR
(xx)1/n 5 1

n
TrFR

(xx) =
||x||2

n
, (2) |NrFR

(x)| 5 ||x||n

nn/2

証明 (1) xx = (|xσ|2) に相加相乗平均を適用する.

(2) NrFR
(xx) = NrFR

(x)2 だから (1) より従う. (qed)

命題 5 D ∈ DivF , h(D) = (id(D), uD), uD = (uσ) とする.

(1) 0 ̸= ∀x ∈ LD に対し
√

ne−deg(D)/n 5 ||x||D

(2) 0 ̸= ∃x0 ∈ LD s.t. |uσσ(x0)| < (2/π)r2/ncov(D)1/n, (∀σ). とくに

||x0||D 5
√

n

(
2

π

)r2/n

cov(D)1/n

証明 (1) Lemma 8 (2) から

||x||2D = ||uDx||2 = n|NrFR
(uDx)|2/n = n|NrFR

(uD)|2/n|NrFR
(x)|2/n

ここで xO ⊂ LD = id(D) だから

|NrFR
(x)| = Nr(xO) = Nr(id(D))

よって
||x||2D = n|NrFR

(uD)Nr(id(D))|2/n = ne−2 deg(D)/n

となる.

(2) FR の凸体

K = {(xσ) ∈ FR | |xσ| 5
(

2

π

)r2/n

cov(D)1/n}
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をとれば

ω0(K) = 2r1(2π)r2

(
2

π

)r2

cov(D) = 2ncov(D)

従って

ωD(K) = 2nNrFR
(uD)ωD(FR/LD) = 2nωD(FR/uDLD)

uDLD ⊂ FR にMinkowskiの凸体定理を適用すれば

0 ̸= ∃uDx0 ∈ uDLD ∩ K

が存在し, これは (2) を満たす. (qed)

命題 6 任意の D ∈ DivF に対し

(1)
√

ne− deg(D)/n 5 min
0̸=x∈LD

||x||D

(2)
n

|∆F |1/n
5 γ(D) 5 n

(
2

π

)2r2/n

証明 (1) は命題 5(1) から明らか. (2) も命題 4, 5 から容易. (qed)

1.9 Arakelov類群の距離

T = Div∞/pd(O×) は PicF の単位元を含む連結成分で, 完全列

0 −−−→ T −−−→ PicF −−−→ CF −−−→ 0

がある. PicF , CF の要素を

d = [D] = D + pd(F×), Cd = id(D) のイデアル類 ∈ CF (D ∈ DivF )

と表す. D,D′ ∈ DivF に対し

[D] = [D′] ⇐⇒ ∃a ∈ F× s.t. D − D′ = pd(a)

⇐⇒ ∃a ∈ F× s.t. h(D) − h(D′) = (a−1O, abs(a))

また

d ∈ T ⇐⇒ Cd = C0 = [O]

⇐⇒ ∃ud ∈ FR,+/abs(O×), s.t. div(O, ud) ∈ d
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である. この ud は d から一意に定まる.そこで T 上のノルムを

||d||Pic = ||ud||Pic = min
x∈udabs(O×)

|| log(x)|| = min
ε∈O×

|| log(abs(ε)ud)||

と定義する.

PicF の連結成分の成す群は

π0(PicF ) = PicF /T ∼= CF

であり, 各連結成分は
C + T, (C ∈ CF )

で与えられる. 従って, d, d′ ∈ PicF に対し

d, d′ が同じ連結成分に入る ⇐⇒ d − d′ ∈ T

⇐⇒ Cd = Cd′

だから, このとき d と d′ の距離を

||d − d′||Pic = ||udu
−1
d′ ||Pic

と定義する. この距離により PicF は可換 Lie群になる. Pic0
F は PicF のコン

パクト部分群である.

命題 7 D,D′ ∈ DivF で id(D) = id(D′) とする. このとき, 或る ε ∈ O× が
存在して, D′′ = div(id(D′), abs(ε)uD′) とおけば

e−||[D]−[D′′]||Pic 5 ||x||D
||x||D′′

5 e||[D]−[D′′]||Pic , (∀x ∈ id(D))

が成り立つ.

証明は略.
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1.10 Arakelov類群の測度と体積

T 0 = Div0
∞/pd(O×) は Pic0

F の単位元を含む連結成分で

π0(PicF ) = Pic0
F /T 0 ∼= CF

である. 自然な単射

Div∞ −→ FR :
∑

σ∈V∞

xσσ 7→ (xσ)

がある. FR のHermite内積 ⟨, ⟩ を Div∞ に制限して Div∞ は内積空間にな
る. 即ち

⟨
∑

xσσ,
∑

yσσ⟩ =
∑

σ∈V∞

dσxσyσ

このとき

Div0
∞ =

{∑
xσσ ∈ Div∞ |

∑
σ∈V∞

dσxσ = 0

}
だから, Div0

∞ は
1Div =

∑
σ∈V∞

σ

の直交補空間となる. Div0
∞ の正規直交基を e1, · · · , er1+r2−1 とすれば,

e1, · · · , er1+r2−1, er1+r2 =
1√
n
1Div

は Div∞ の正規直交基になる. そこで Div∞, Div0
∞ の不変測度を

ωDiv∞

({
x =

r1+r2∑
i=1

xiei ∈ Div∞ | − 1/2 5 xi 5 1/2

})
= 1

ωDiv0
∞

({
x =

r1+r2−1∑
i=1

xiei ∈ Div0
∞ | − 1/2 5 x 5 1/2

})
= 1

により定める. pd(O×) ⊂ Div0
∞ は格子だから, T 0 の不変測度を

ωT 0 =
ωDiv0

∞

pd(O×) の離散測度

と定める.
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命題 8 T 0 の体積は
ωT 0(T 0) =

√
n2−r2/2RF

となる. ここで

RF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣det


dσ1/n dσ1 log |σ1(ε1)| · · · dσ1 log |σ1(εr1+r2−1)|
dσ2/n dσ2 log |σ2(ε1)| · · · dσ2 log |σ2(εr1+r2−1)|

...
...

. . .
...

dσr1+r2
/n dσr1+r2

log |σr1+r2(ε1)| · · · dσr1+r2
log |σr1+r2(εr1+r2−1)|


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

は F の regulatorとする. ε1, · · · , εr1+r2−1 ∈ O× は基本単数である.

証明 Div∞ の正規直交基を

f i =
1√
dσi

σi, (i = 1, · · · , r1 + r2)

ととる. このとき定義から

pd(εj) = −
r1+r2∑
i=1

√
dσi

log(|σi(εj)|)f i, (j = 1, · · · , r1 + r2 − 1)

となる. また
1√
n
1Div =

r1+r2∑
i=1

√
dσi√
n

f i

だから

ωT 0(T 0)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det


√

dσ1/n
√

dσ1 log |σ1(ε1)| · · ·
√

dσ1 log |σ1(εr1+r2−1)|√
dσ2/n

√
dσ2 log |σ2(ε1)| · · ·

√
dσ2 log |σ2(εr1+r2−1)|

...
...

. . .
...√

dσr1+r2
/n

√
dσr1+r2

log |σr1+r2(ε1)| · · ·
√

dσr1+r2
log |σr1+r2(εr1+r2−1)|


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
√

n2−r2/2RF

となる. (qed)

Pic0
F の測度 ωPic0F

を
ωPic0F

ωT 0

= CF の離散測度

となるように決める. hF = ♯(CF ) を F の類数とすれば

ωPic0F
(Pic0

F ) =
√

n2−r2/2RF hF

となる.
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1.11 被約Arakelov因子

D ∈ DivF とする.

定義 a ∈ id(D) がminimalとは

x ∈ id(D) s.t. |σ(x)| < |σ(a)| (∀σ ∈ V∞) =⇒ x = 0

となること.
M(D) = {a ∈ id(D) | minimal}

とおく.

定義 a ∈ id(D) が shortestとは

||a||D = min{||x||D | x ∈ id(D) − {0}}

となること.
Ms(D) = {a ∈ id(D) | shortest}

とおく.

Lemma 9 次が成り立つ.

(1) M(D) は O×-不変.

(2) Ms(D) ⊂ M(D).

(3) ♯(Ms(D)) < ∞.

証明 (1) a ∈ M(D), ϵ ∈ O× とする. ϵa ̸∈ M(D) ならば, 或る 0 ̸= x ∈ id(D)
が存在して

|σ(x)| < |σ(ϵa)| (∀σ ∈ V∞)

となる. このとき ϵ−1x ∈ id(D) で

|σ(ϵ−1x)| < |σ(a)| (∀σ ∈ V∞)

だから ϵ−1x = 0, 即ち x = 0 で矛盾.

(2) a ∈ Ms(D) で a ̸∈ M(D) とする. 或る 0 ̸= x ∈ id(D) で

|σ(x)| < |σ(a)| (∀σ ∈ V∞)

となるものがある. このとき

dσ|uσσ(x)|2 < dσ|uσσ(a)|2 (uD = (uσ))

だから
0 ̸= ||x||D < ||a||D
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となり最小性に矛盾. よって a ∈ M(D).

(3) FR の中で {x ∈ FR | ||x|| 5 r} はコンパクトで, id(D) は格子だから

{x ∈ FR | ||x||D 5 r} ∩ id(D)

は有限集合になる. (qed)

定義 D ∈ DivF が被約であるとは
(R1) ∃a ∈ IF , s.t. D = di(a) = div(a, Nr(a)−1/n)

(R2) 1 ∈ M(D).

が成り立つこと.

RedF = {被約Arakelov因子全体 } ⊂ Div0
F

RedF = {[D] | D ∈ RedF} ⊂ Pic0
F

とおく.

定義 以下

mD := min{||x||D | x ∈ id(D) − {0}} (D ∈ DivF )

∂F :=

(
2

π

)r2 √
|∆F |

とする.

命題 9 次が成り立つ.

(1) di(O) ∈ RedF .

(2) di(a) ∈ RedF ならば a−1 ⊂ O かつ |Nr(a−1)| 5 ∂F .

(3) D ∈ RedF ならば ||1||D 5 √
nmD.

(4) ♯(RedF ) < ∞.

証明 (1) 1 ∈ M(di(O)) を示す. 1 ̸∈ M(di(O)) と仮定する. 0 ̸= x ∈ O で

|σ(x)| < |σ(1)| = 1 (σ ∈ V∞)

となるものがある. このとき Nr(x) ∈ Z かつ |Nr(x)| < 1 だから Nr(x) = 0.
即ち x = 0 となり矛盾.

(2) di(a) ∈ RedF とすると, 1 ∈ a だから O ⊂ a. よって a−1 ⊂ O. di(a) ∈
Div0

F だから, 命題 4により cov(di(a)) =
√

|∆F |. 命題 5(2)から, 或る 0 ̸=
x0 ∈ a で

|Nr(a)−1/nσ(x0)| 5
(

2

π

)r2/n

cov(di(a))1/n = ∂
1/n
F
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となるものが存在する. 1 ∈ M(di(a)) だから, 或る σ で 1 = |σ(1)| 5 |σ(x0)|
となる. よって |Nr(a−1)| 5 ∂F .

(3) D = di(a) とすると

||1||D =
√

nNr(a)−1/n

である. 1 ∈ M(D) だから, 0 ̸= ∀x ∈ a に対し, 或る σ ∈ V∞ で

1 = |σ(1)| 5 |σ(x)|

となる σ がある. よって

Nr(a)−1/n 5 Nr(a)−1/n|σ(x)| 5 ||x||D

であるから
||1||D ≤

√
n min

0 ̸=x∈a
||x||D =

√
nmD

を得る.

(4) これは (2) から明らか. (qed)

D ∈ Div0
F に対し

ΣD = {D′ ∈ Div0
F | id(D′) = id(D), uD′,σ 5 ∂

1/n
F (∀σ ∈ V∞)}

PΣD = {[D′] | D′ ∈ ΣD} ⊂ Pic0
F

とおく.

定理 3 任意の d ∈ Pic0
F に対し

∃d′ ∈ RedF , ∃v ∈ FR,+ s.t. d − d′ = [div(OF , v)], vσ 5 ∂
1/n
F (∀σ ∈ V∞)

とくに
||d − d′||Pic 5 log(∂F )

である. これから
Pic0

F =
⋃

D∈RedF

PΣD

である.

証明 d = [D] とする. 命題 5(2)から

0 ̸= ∃x0 ∈ Ms(D) s.t. |uD,σσ(x0)| < ∂
1/n
F
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そこで D′ = di(x−1
0 id(D)) とおけば, D′ ∈ RedF である.

h(D) = (id(D), uD), h(D′) = (x−1
0 id(D), Nr(x0)

1/nNr(id(D))−1/n)

だから

h(D − D′) = (x0O, uDNr(x0)
−1/nNr(id(D))1/n)

= (x0O, abs(x−1
0 )) · (O, abs(x0)uDNr(x0)

−1/nNr(id(D))1/n)

= h(pd(x−1
0 )) · (O, v), (v = abs(x0)uDNr(x0)

−1/nNr(id(D))1/n)

となる. 即ち
D − D′ = pd(x−1

0 ) + div(O, v)

これから
[D] − [D′] = [div(O, v)] ∈ T 0

とくに [D] と [D′] は Pic0
F の同じ連結成分に入る. また O ⊂ x−1

0 id(D) から

Nr(x−1
0 id(D)) 5 1

なので
vσ = |vσ| 5 |σ(x0)uD,σ| 5 ∂

1/n
F

が成り立つ. 定義から

||[D] − [D′]||2Pic = ||v||2Pic 5
∑

σ

dσ| log vσ|2

ここで, 次の不等式を使う.

λ1, · · · , λn ∈ R, λi 5 cかつ
∑

i

λi = 0 =⇒
∑

i

λ2
i 5 n(n − 1)c2

これから
||[D] − [D′]||Pic 5 log(∂F )

を得る. (qed)

定理 4

ωPic0F
(Pic0

F ) 5
√

n

2r2/2(r1 + r2 − 1)!
(log ∂F )r1+r2−1♯(RedF )

である. これから

(r1 + r2 − 1)!RF hF 5
(

log

{(
2

π

)r2 √
|∆F |

})r1+r2−1

♯(RedF )

である.
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証明 D = di(a) ∈ RedF とする. このとき

ΣD = D+Σ0
D, Σ0

D =

{∑
σ

xσσ ∈ Div0
∞ | xσ 5 log(Nr(a)∂F )

n
(∀σ ∈ V∞)

}
と書ける. よって

ωDiv0
∞

(ΣD) = ωDiv0
∞

(Σ0
D)

明らかに

ωPic0F
(PΣD) = ωPic0F

((ΣD + pd(O×))/pd(O×)) 5 ωDiv0
∞

(ΣD)

だから, 定理 3より

ωPic0F
(Pic0

F ) 5
∑

D∈RedF

ωPic0F
(PΣD) 5

∑
D∈RedF

ωDiv0
∞

(Σ0
D)

自然な同型

Div∞ ∼= Rr1+r2 = {(x,y) = (x1, · · · , xr1 , y1, · · · , yr2) | x ∈ Rr1 ,y ∈ Rr2}

がある. dxdy をルベーグ測度とすれば,

ωDiv∞ = (
√

2)r2dxdy

の関係がある. いま

Σ = {(x, y) | x1 + · · · + xr1 + 2y1 + · · · + 2yr2 = 0, xi ≤ 1, yj ≤ 1}

として, 1 = (1, · · · , 1, 1, · · · , 1) ∈ Rr1+r2 を頂点とし, Σ を底面とする三角錐
を V とする. 即ち

V = {(x, y) | 0 ≤ x1 + · · · + xr1 + 2y1 + · · · + 2yr2 , xi ≤ 1, yj ≤ 1}

である. このとき

ωDiv∞(V ) =
1

r1 + r2

||1||ωDiv0
∞

(Σ) =

√
n

r1 + r2

ωDiv0
∞

(Σ)

よって,

ωDiv0
∞

(Σ) =
r1 + r2√

n
ωDiv∞(V ) =

r1 + r2√
n

2r2/2

∫
V

dxdy

から

ωDiv0
∞

(Σ0
D) = ωDiv0

∞
(

(
log(Nr(a)∂F )

n

)
Σ) =

(
log(Nr(a)∂F )

n

)r1+r2−1
r1 + r2√

n
2r2/2

∫
V

dxdy
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である. 積分を計算する.

∫
V

dxdy =

∫
0≤x1+···+xr1+2y1+···+2yr2

xi≤1, yj≤1

dxdy

=

(
1

2

)r2
∫

0≤x1+···+xr1+y1+···+yr2
xi≤1, yj≤2

dxdy

=

(
1

2

)r2 nr1+r2

(r1 + r2)!

従って

ωDiv0
∞

(Σ0
D) =

(
log(Nr(a)∂F )

n

)r1+r2−1 (
1√
2

)r2 nr1+r2−1/2

(r1 + r2 − 1)!

=

√
n

2r2/2

1

(r1 + r2 − 1)!
(log(Nr(a)∂F ))r1+r2−1

di(a) ∈ RedF だから Nr(a) 5 1. よって

ωDiv0
∞

(Σ0
D) 5

√
n

2r2/2

1

(r1 + r2 − 1)!
(log(∂F ))r1+r2−1

となるので

ωPic0F
(Pic0

F ) 5
√

n

2r2/2(r1 + r2 − 1)!
(log ∂F )r1+r2−1♯(RedF )

を得る. (qed)
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2 向きづけられたArakelov因子

2.1 向きづけられたArakelov因子

群

D̃ivF =

{ ⊕
σ∈V∞

F×
σ σ

}
⊕

⊕
v∈Vf

Zv

 = F×
R ⊕

⊕
v∈Vf

Zv


を向きづけられたArakelov因子群という. また, 群

IF × F×
R

の要素を向きづけられたHermiteラインバンドルという,

D∗ =
∑

σ∈V∞

ezσσ +
∑
v∈Vf

nvv ∈ D̃ivF

に対し
id(D∗) =

∏
v∈Vf

p(v)−nv , uD∗ = (e−zσ) ∈ F×
R

とすれば, 同型

D̃ivF
∼= IF × F×

R : D∗ 7→ h(D∗) = (id(D∗), uD∗)

がある. h の逆写像を

div∗ : IF × F×
R −→ D̃ivF

とおく. また
id : D̃ivF −→ IF

の sectionを

di∗ : IF −→ D̃ivF : di∗(a) = div∗(a, Nr(a)−1/n) (a ∈ IF )

とおく.

a ∈ F× に対し, 向きづけられた主因子を

pd∗(a) =
∑

v∈V∞

σ(a)−1σ +
∑
v∈Vf

v(a)v

で定める.
h(pd∗(a)) = (a−1O, a)
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となる.
pd∗ : F× −→ D̃ivF

は単射準同型である.
P̃icF = D̃ivF /pd∗(F×)

とおけば, 完全列

0 −→ F× −→ D̃ivF −→ P̃icF −→ 0

がある.

DivF の要素
D =

∑
σ∈V∞

xσσ +
∑
v∈Vf

nvv

に対し
exp(D) =

∑
σ∈V∞

exσσ +
∑
v∈Vf

nvv ∈ D̃ivF

とおけば, D 7→ exp(D) は単射準同型

DivF −→ D̃ivF

を与える. Hermiteラインバンドルでは, これは自然な単射

IF × FR,+ −→ IF × F×
R

に対応する. 逆に

D∗ =
∑

σ∈V∞

ezσσ +
∑
v∈Vf

nvv ∈ D̃ivF

に対し
log(D∗) =

∑
σ∈V∞

log |ezσ |σ +
∑
v∈Vf

nvv ∈ DivF

とおけば, これは exp の section で, 完全列

0 −−−→ UFR
−−−→ D̃ivF

log−−−→ DivF −−−→ 0

を与える. ただし

UFR
=

∏
σ∈V∞

UFσ , UFσ = {x ∈ Fσ | |x|Fσ = 1}

とする. Hermiteラインバンドルでは

IF × F×
R −→ IF × FR,+ : (I, u) 7→ (I, abs(u))
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に対応する.

log(pd∗(f)) =
∑

σ∈V∞

(− log |σ(f)|)σ +
∑
v∈Vf

v(f)v = pd(f), (f ∈ F×)

が成り立つ. 完全系列からなる次の可換図式がある.

0 0 0y y y
0 −−−→ µF −−−→ F× −−−→ F×/µF −−−→ 0y ypd∗

ypd

0 −−−→ UFR
−−−→ D̃ivF

log−−−→ DivF −−−→ 0y y y
0 −−−→ UFR

/µF −−−→ P̃icF −−−→ PicF −−−→ 0y y y
0 0 0

2.2 向きづけられたArakelov因子の次数

向きづけられたArakelov因子

D∗ =
∑

σ∈V∞

ezσσ +
∑
v∈Vf

nvv ∈ D̃ivF

に対し
deg(D∗) = deg(log(D∗))

により次数を定める. これは準同型

deg : D̃ivF −→ R

を与える. その核を
D̃iv

0

F = Ker(deg)

と表す. pd∗(F×) ⊂ D̃iv
0

F であり, 剰余群

P̃ic
0

F = D̃iv
0

F /pd∗(F×)
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を向きづけられた Arakelov類群という. 完全系列からなる次の可換図式が
ある.

0 0 0y y y
0 −−−→ µF −−−→ F× −−−→ F×/µF −−−→ 0y ypd∗

ypd

0 −−−→ UFR
−−−→ D̃iv

0

F

log−−−→ Div0
F −−−→ 0y y y

0 −−−→ UFR
/µF −−−→ P̃ic

0

F −−−→ Pic0
F −−−→ 0y y y

0 0 0

2.3 狭義イデアル類群

F×
R の 1 を含む連結成分を

FR,1 =
∏

σ∈VR

Fσ,+ ×
∏

σ∈VC

F×
σ

として, これから

F+ = F ∩ FR,1, O+ = O ∩ F+, O×
+ = O× ∩ F+

とおく. F の狭義イデアル類群を

CF,+ = IF /PF,+, PF,+ = {aO | a ∈ F+}

と定義する. 同型
h : D̃ivF

∼= IF × F×
R

から, 自然な全射
hsgn : D̃ivF −→ IF × F×

R/FR,1

が存在する. このとき

(IF × F×
R/FR,1)/hsgn(pd∗(F×)) ∼= CF,+
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がある. これから, 次の完全系列からなる可換図式がある.

0 0 0y y y
0 −−−→ O×

+ −−−→ F× −−−→ hsgn(F
×) −−−→ 0y ypd∗

ypd

0 −−−→ FR,1 −−−→ D̃ivF
hsgn−−−→ IF × F×

R/FR,1 −−−→ 0y y y
0 −−−→ T̃ −−−→ P̃icF −−−→ CF,+ −−−→ 0y y y

0 0 0

ここで
T̃ = FR,1/O×

+

とする.
F 0

R,1 = {u ∈ FR,1 | NrFR
(u) = 1}

として, 次数が 0の部分に制限すれば次の完全系列からなる可換図式がある.

0 0 0y y y
0 −−−→ O×

+ −−−→ F× −−−→ hsgn(F
×) −−−→ 0y ypd∗

ypd

0 −−−→ F 0
R,1 −−−→ D̃iv

0

F

hsgn−−−→ IF × F×
R/FR,1 −−−→ 0y y y

0 −−−→ T̃ 0 −−−→ P̃ic
0

F −−−→ CF,+ −−−→ 0y y y
0 0 0

ここで
T̃ 0 = F 0

R,1/O×
+

とおく. T̃ 0 は n − 1次元のコンパクトトーラスである.

まとめると次の図式がある.
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∏
σ∈VC

UFσ/µF,+ UFR
/µF F×

R/µF FR,1

∏
σ∈VC

UFσ UFR F×
R/FR,1

µF,+ µF µF /µF,+

T̃ P̃icF
CF,+

FR,1 D̃ivF IF × F×
R/FR,1

O×
+ F× hsgn(F

×)

T PicF CF

DivF,∞ DivF IF

O×/µF F×/µF PF

............................................................................................................................................................................................................................ ............ .......................................................................................................................................................................................................................................................... ............

........................................................................................................................................................................................................................................................................................ ............ ..................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ............

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ............ ............................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
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log | · |
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ここで

µF,+ = µF ∩ O×
+ =

{
µF (r1 = 0)
{1} (r1 = 1)

F×
R/µF FR,1 =

{
{1} (r1 = 0)

F×
R/{±1}FR,1 (r1 = 1)

である.
T̃ = P̃icF の単位元の連結成分

が成り立つ.
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同様に

∏
σ∈VC

UFσ/µF,+ UFR
/µF F×

R/µF FR,1

∏
σ∈VC

UFσ UFR F×
R/FR,1

µF,+ µF µF /µF,+

T̃ 0 P̃ic
0

F
CF,+

F 0
R,1 D̃iv

0

F
IF × F×

R/FR,1

O×
+ F× hsgn(F

×)

T 0 Pic0
F CF

Div0
F,∞ Div0

F IF

O×/µF F×/µF PF
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log | · |
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T̃ 0 = P̃ic
0

F の単位元の連結成分

となる.
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2.4 イデール群と向きづけられたArakelov類群

λ ∈ A× に対し
div∗(λ) =

∑
σ∈V∞

λ−1
σ σ +

∑
v∈Vf

v(λv)v

とおけば, div∗ は全射準同型

div∗ : A× −→ D̃ivF

を与える. その核は

Ker(div∗) = UA,f =
∏
v∈Vf

UFv

である. 従って, 完全列

0 −→ UA,f −→ A× −→ D̃ivF −→ 0

がある. div∗ の A1 への制限は, 完全列

0 −→ UA,f −→ A1 −→ D̃iv
0

F −→ 0

を与える. よって

P̃icF
∼= A×/F×UA,f , P̃ic

0

F
∼= A1/F×UA,f

となる.

2.5 向きづけられたArakelov類群の距離

T̃ = FR,1/O×
+ は P̃icF の単位元を含む連結成分である. P̃icF の要素を

d∗ = D
∗
, (D∗ = D̃ivF )

と表す.

d∗ ∈ T̃ ⇐⇒ ∃ud∗ ∈ FR,1/O×
+ s.t. div∗(O, ud∗) ∈ d∗

である. ud∗ は d∗ から一意に定まる. そこで T̃ 上のノルムを

||d∗||
fPic = ||ud∗ ||fPic = min

x∈ud∗
|| log(x)|| = min

ε∈O×
+

|| log(εud∗)||
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と定義する. ただし x = (xσ) に対し log(x) = (log(xσ)) とし, 複素数では主
値を取るものとする. d∗1, d

∗
2 ∈ P̃icF が同じ連結成分に入るとき, d∗1 − d∗2 ∈ T̃

だから, 距離を
||d∗1 − d∗2||fPic = ||ud∗1

u−1
d∗2
||

fPic

により定義する. これにより P̃icF は可換リー群になり, P̃ic
0

F はコンパクト
部分群になる.

di∗ : IF −→ D̃iv
0

F : di∗(a) = div∗(a, Nr(a)−1/n)

を自然な写像 D̃iv
0

F −→ P̃ic
0

F と合成したものを

di
∗

: IF −→ P̃ic
0

F

と表す.

命題 10 完全列
0 −→ IQ −→ IF −→ P̃ic

0

F

があり, di
∗
(IF ) ⊂ P̃ic

0

F は denseになる.

2.6 向きづけられたArakelov類群の体積

σ ∈ V∞ に対し, Hermite内積

Fσ × Fσ −→ Fσ : (x, y)Fσ = TrFσ/R(xy) (x, y ∈ Fσ)

を考える. この内積に関して

{x ∈ Fσ | (x, x)Fσ = 1} =

{
{±1} (σ ∈ VR)

{x ∈ Fσ | 2xx = 1} (σ ∈ VC)

である. FR の内積 ⟨, ⟩ から定まる不変測度 ω0 の定義から,

Vol({x ∈ Fσ | (x, x)Fσ = 1}) =

{
2 (σ ∈ VR)
2π (σ ∈ VC)

により Fσ の円周の測度が定まる. これから UFσ = {x ∈ Fσ | |x|Fσ = 1} の
測度を

ωUFσ
(UFσ) =

{
2 (σ ∈ VR)

2π
√

2 (σ ∈ VC)
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と定め, UFR
/µF の測度を

ωUFR
/µF

=

∏
σ∈V∞

ωUFσ

µF の離散測度

と定義する. 完全列

0 −→ UFR
/µF −→ P̃ic

0

F −→ Pic0
F −→ 0

から, P̃ic
0

F の測度を
ω

fPic
0

F

ωUFR
/µF

= ωPic0F

となるように取る. 定義から

ω
fPic

0

F
(P̃ic

0

F ) =
2r1(2π

√
2)r2

wF

ωPic0F
(Pic0

F ) =
2r1(2π)r2

wF

√
nRF hF

である.

ω
fPic

0

F
を A× の玉河測度と比較する. ωRn を通常の Rn の Lebesgue測度と

して

µFσ =

{
ωR (σ ∈ VR)

2ωR2 (σ ∈ VC)

とおく. これから F×
σ の不変測度を

µF×
σ

= | · |−1
Fσ

µFσ

と定める. また v ∈ Vf のとき, F×
v の不変測度 µF×

v
を

µF×
v

(O×
v ) = µF×

v
(UFv) = 1

であるように取る. A× の不変測度を

µA× =
∏
v∈V

µF×
v

で与える. ωA× を A× の玉河測度とすれば

µA× =
2r1(2π)r2

wF

RF hF ωA×

の関係がある. よって

µA×(A1/F×) =
2r1(2π)r2

wF

RF hF

である.
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2.7 向きづけられたArakelov類群と被約Arakelov因子

定義から RedF の要素は D = div(a, Nr(a)−1/n) の形をもつ. 単射

exp : DivF −→ D̃ivF

と合わせると

exp(div(a, Nr(a)−1/n)) = div∗(a, Nr(a)−1/n)

である. そこで
Red∗

F = exp(RedF ) ⊂ D̃iv
0

F

とおく.

Lemma 10 自然な写像 D̃iv
0

F −→ P̃ic
0

F により Red∗
F は単射で P̃ic

0

F に移る.
従って

Red∗
F ⊂ P̃ic

0

F

と見なせる.

証明 di∗(a), di∗(b) ∈ Red∗
F が [di∗(a)] = [di∗(b)] となったとする. このとき

∃a ∈ F× s.t. di∗(b) = di∗(a) + pd∗(a)

となる. よって

b = a−1a, Nr(b)−1/n = σ(a−1)Nr(a)−1/n (σ ∈ V∞)

とくに σ(a) は σ に依存しないから a ∈ Q× である. 1 ∈ a だから a−1 ∈ b.
1 ∈ M(di∗(b)) だから, 或る σ ∈ V∞ で

1 = |σ(1)| 5 |σ(a−1)| = |a−1|

となる. 同様に a = ab で考えれば

1 5 |a|

となるから, a = ±1 である. a = Nr(a−1b)1/n > 0 だから a = 1. 従って
di∗(b) = di∗(a) が成り立つ. (qed)
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定理 5 di∗(a), di∗(b) ∈ Red∗
F とする. このとき

u ∈ F 0
R,1 s.t. | log uσ| < log(4/3) (∀σ ∈ V∞)

に対し
[di∗(a)] − [di∗(b)] = [div∗(O, u)]

ならば di∗(a) = di∗(b) である.

証明 仮定より

∃a ∈ F× s.t. di∗(a) − di∗(b) + pd∗(a) = div∗(O, u)

となる.
Nr(ab−1)−1/nσ(a) = uσ ∈ F 0

R,1

だから a ∈ F×
+ である. ξ = Nr(ab−1)1/n とおけば uσ = σ(a)/ξ より

|σ(a)

ξ
− 1| = |uσ − 1| = |elog uσ − 1| 5 e| log uσ| − 1

< elog(4/3) − 1 =
1

3
(∀σ ∈ V∞)

従って

(1) |σ(a) − ξ| <
1

3
ξ (∀σ ∈ V∞)

また a = ab で, 仮定より 1 ∈ M(di∗(b)) だから

(2) 1, a ∈ M(di∗(a))

である. (1), (2) より 1/2 5 ξ 5 3/2 となることを示す.

0 < ξ < 1/2 とすると

|σ(a)| 5 |σ(a) − ξ| + |ξ| <
1

3
ξ + ξ < 1 = |σ(1)|

となる. これは 1 ∈ M(di∗(a)) に矛盾.

3/2 < ξ とすると

|σ(a)| = |ξ| − |σ(a) − ξ| = ξ − 1

3
ξ > 1 = |σ(1)|

となり, これは a ∈ M(di∗(a)) に矛盾. よって

1

2
5 ξ 5 3

2
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これから

|σ(a − 1)| 5 |σ(a) − ξ| + |ξ − 1| <
1

3
ξ + |ξ − 1| 5 1 = |σ(1)|

で, 1 ∈ M(id∗(a)) から a − 1 = 0 でなければならない. よって a = 1 となり
a = b を得る. (qed)

定理 6 d∗1, d
∗
2 ∈ Red∗

F ⊂ P̃ic
0

F が同じ連結成分に入りかつ

||d∗1 − d∗2||fPic < log(4/3)

ならば d∗1 = d∗2 である.

証明 d∗1 = [di∗(a)], d∗2 = [di∗(b)] とする. このとき

d∗1, d
∗
2 が同じ連結成分に入る ⇐⇒ d∗1 − d∗2 ∈ T̃ 0

⇐⇒ ∃u ∈ F 0
R,1/O×

+ s.t. d∗1 − d∗2 = [div∗(O, u)]

また
||d∗1 − d∗2||fPic = min

x∈u
|| log(x)||

そこで, 最初から u を

|| log(u)|| = ||d∗1 − d∗2||fPic < log(4/3)

となるようにとってよい.

|| log(u)||2 =
∑

σ

| log(uσ)|2

だから
| log(uσ)| < log(4/3) (∀σ ∈ V∞)

よって定理 5が適用できて, d∗1 = d∗2 となる. (qed)

定義 D∗ = di∗(a) ∈ Red∗
F に対し

ΩD∗ = {div∗(a, Nr(a)−1/nu) | u ∈ F 0
R,1, | log(uσ)| <

log(4/3)

2
(∀σ ∈ V∞)}

とおく.
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定理 7 ΩD∗, (D∗ ∈ Red∗
F ) は互いに disjointで, 自然な写像 D̃iv

0

F −→ P̃ic
0

F

は, 単射 ⋃
D∗∈Red∗

F

ΩD∗ ↪→ P̃ic
0

F

を与える.

証明 D∗
1, D

∗
2 ∈ Red∗

F に対し, ΩD∗
1
∩ΩD∗

2
̸= ∅ ならば, 定理 5から D∗

1 = D∗
2 と

なる. 単射性も容易. (qed)

系 2 D∗
0 ∈ Red∗

F を任意に一つ固定する. このとき∑
D∗∈Red∗

F

ω
fPic

0

F
(ΩD∗) = ♯Red∗

F · ω
fPic

0

F
(ΩD∗

0
) 5 ω

fPic
0

F
(P̃ic

0

F )

である.

2.8 被約Arakelov因子の個数の評価

系 2を使って ♯Red∗
F = ♯RedF を評価する.

ΩD∗ の体積を計算する. u = (uσ) ∈ FR に対し

log(u) = (log(uσ)) ∈ FR, (−π < arg(uσ) 5 π)

とおく.

log(uσ) =

{
xσ (σ ∈ VR)

yσ + zσ

√
−1 (σ ∈ VC)

と表す. このとき

| log(uσ)| 5 1

2
log(

4

3
) ⇐⇒ |xσ| 5 1

2
log(

4

3
), y2

σ + z2
σ 5

(
1

2
log(

4

3
)

)2

でかつ

u ∈ F 0
R,1 ⇐⇒ NrFR

(u) =
∏

σ∈Vσ

uσ

∏
σ∈VC

uσuσ = 1

⇐⇒ log NrFR
(u) =

∑
σ∈VR

xσ + 2
∑
σ∈VC

yσ = 0

42



である. そこで

A =

{
(xσ)σ∈VR

× (yσ + zσ

√
−1)σ∈VC

∈ FR | |xσ| 5 1

2
log(

4

3
), y2

σ + z2
σ 5

(
1

2
log(

4

3
)

)2
}

とおく. FR を通常の内積 (, )Rn をもつユークリッド空間 Rn と

(xσ)σ∈VR
× (yσ + zσ

√
−1)σ∈VC

←→ (xσ)σ∈VR
× (yσ, zσ)σ∈VC

により同一視して, A ⊂ Rn とみる.

e = (1)σ∈VR
× (2, 0)σ∈VC

∈ Rn, 1 = (1)σ∈V ∈ FR

とし, e に直交する超平面を He とおく.

He ⊥ e w.r.t. (, )Rn , He ⊥ 1 w.r.t. ⟨, ⟩

に注意する. このとき

ΩD∗ = {div∗(a, Nr(a)−1/nu) | log(u) ∈ A ∩ He}

と表せる. いま FR の通常の Lebesgue測度 ωFR
は

ω0 = 2r2ωFR

の関係があった. ここで ω0 は FR の内積 ⟨, ⟩ に関する不変測度である. Rn

のLebesgue測度を ωRn = ωFR
とし, Rn−1 のLebesgue測度を ωRn−1 とする.

このとき内積 ⟨, ⟩ に関し 1/
√

⟨1,1⟩ は He に直交し高さ１だから

ω
fPic

0

F
(ΩD∗) = ω0(A∩He +[0, 1]

1√
⟨1,1⟩

1) = 2r2ωRn(A∩He +[0, 1]
1√
⟨1,1⟩

1)

Rn の通常の内積に関して e と 1 の成す角度を θ とすれば

ωRn(A ∩ He + [0, 1]
1√
⟨1,1⟩

1) = ωRn−1(A ∩ He)(
1√
⟨1,1⟩

1,
1√
⟨1,1⟩

1)
1/2
Rn cos θ

= ωRn−1(A ∩ He)

√
(1,1)Rn

⟨1,1⟩
(e,1)Rn√

(e, e)Rn

√
(1,1)Rn

= ωRn−1(A ∩ He)

√
r1 + r2

r1 + 2r2

r1 + 2r2√
r1 + 4r2

√
r1 + r2

したがって

ω
fPic

0

F
(ΩD∗) = 2r2

√
r1 + 2r2

r1 + 4r2

ωRn−1(A ∩ He)
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となる. ここで簡単に

α =
1

2
log

4

3

とおく. 別紙の公式から

ωRn−1(A ∩ He) =
2r1+r2πr2αn−1

√
r1 + 4r2

π

∫ ∞

0

(
sin t

t

)r1
(

J1(2t)

2t

)r2

dt

である. したがって

ω
fPic

0

F
(ΩD∗) =

2nπr2αn−1
√

r1 + 2r2

π

∫ ∞

0

(
sin t

t

)r1
(

J1(2t)

2t

)r2

dt

を得る. 別紙から

2r1−1πr2αn−1

√
r1 + 4r2

r1 + πr2

< ωRn−1(A ∩ He)

となる. よって

2r1+r2−1πr2

(
1

2
log

4

3

)n−1 √
r1 + 2r2

r1 + πr2

< ω
fPic

0

F
(ΩD∗)

である.

定理 8

♯RedF 5
ω

fPic
0

F
(P̃ic

0

F )

ω
fPic

0

F
(ΩD∗)

< 2−(r1+r2−1)π−r2

(
1

2
log

4

3

)1−n √
r1 + πr2

r1 + 2r2

ω
fPic

0

F
(P̃ic

0

F )

=
2nRF hF

wF

(
log 4

3

)n−1

√
r1 + πr2

また (1.12) の定理から

(r1 + r2 − 1)!RF hF(
log

{(
2

π

)r2 √
|∆F |

})r1+r2−1 5 ♯RedF
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ω
fPic

0

F
(P̃ic

0

F ) =
2r1(2π

√
2)r2

wF

ωPic0F
(Pic0

F ) =
2r1(2π)r2

wF

√
nRF hF

だから

定理 9

√
2

r2
(r1 + r2 − 1)!

√
n

(
log

{(
2

π

)r2 √
|∆F |

})r1+r2−1 5 ♯RedF

ωPic0F
(Pic0

F )
<

2n+r2/2

wF

(
log 4

3

)n−1

√
r1 + πr2

n

とくに F が総実 n = r1 ならば

(n − 1)!
√

n(log
√

|∆F |)n−1
5 ♯RedF

ωPic0F
(Pic0

F )
5

(
2

log(4/3)

)n−1
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