
代数群の分類 ∗

渡部隆夫

代数閉体上の単純代数群はそれに対応する既約ルート系と基本群により完全に分類することが
できる. とくに単連結なものに限れば,単純代数群は 4つの無限系列と 5つの例外群からなること
はよく知られている. 代数閉体とは限らない一般の体 Fにおける代数群の分類についてはどうだろ
うか. 代数閉体上の分類を基にすれば,これは代数閉体上で与えられた代数群にどれだけ F-構造が
入るのかを分類することと同値である. 一般的な原理として,ある代数的対象の F-構造の分類は適
当なガロワコホモロジーにより記述することができる. 今の場合,代数閉体上の代数群 Gが与えら
れたとき, Gの F-構造はその自己同型群に値を取るガロワコホモロジー H1(F,Aut(G))により分類
されることが容易に分かる. このことから, F上の単連結単純代数群の F-同型類の分類は, 4つの無
限系列または 5つの例外群のおのおのの Gに対して, H1(F,Aut(G))を調べることに帰着する.

他方, 単に H1(F,Aut(G))を計算しただけでは, 各 [z] ∈ H1(F,Aut(G))に対応している F-代数群
Gzの構造までは分からない. そこで F-代数群の構造的な要素から分類をする方法として,佐武およ
び Titsによりそれぞれ独立に考えられた Γ-ダイアグラムまたは Tits-指数とよばれるものを用いる
方法がある. 以下このノートでは Γ-ダイアグラムまたは Tits-指数のことを佐武-Tits図形と呼ぶこ
とにする. 佐武-Tits図形そのものは代数群の分類とは無関係に定義できる. それは既約ルート系の
単純ルート系 ∆とその部分集合 ∆0および ∆に対応するディンキン図形D∆の自己同型群Aut(D∆)
の部分群 Aからなる三つ組 (∆,∆0,A) (より正確にはこれの合同類)のことで,要請される条件は ∆0

が Aの作用で不変になるということである. 図形としてはディンキン図形上 ∆0に含まれる頂点を
黒丸で,それ以外の頂点を白丸で記述し, Aの作用は互いにうつりあう頂点を矢印で結ぶ (あるいは
線で囲む)と表示される. さて,単純 F-代数群 Gが与えられると,その絶対ルート系への絶対ガロワ
群の作用から自然に佐武-Tits図形 SI(G) が構成される. このように群から導かれる佐武-Tits図形
を実現可能であるという. 逆に次の 2段階により F上の単純代数群の粗い分類を得ることができる.

(ステップ 1) 与えられた既約単純ルート系 ∆に対して, Hom(Gal(F/F),Aut(D∆))を記述する.

(ステップ 2) τ ∈ Hom(Gal(F/F),Aut(D∆))が固定されたとき, A = τ(Gal(F/F))とおいて,佐武-Tits
図形 (∆,∆0,A)で実現可能なものをすべて決定する.

最初のステップは F上の半分裂単純代数群の分類と同値である. この２つのステップの実行には,
当然のことながら基礎体 Fの性質が深く関与する. しかしながら, ステップ 2については, 実現可
能な佐武-Tits図形の一般的性質から ∆0 の取り方の可能性を基礎体に関係なくある程度限定する
ことができる. 実数体の場合には,対応 G 7→ SI(G) は R-同型を法として単射になるので,単純代数
群のR-同型類は実現可能な佐武-Tits図形で完全に分類されることがわかる. また p-進体の場合も
An-型を除けば同じことがいえる. しかし,代数体の場合にみられるように,一般に対応 G 7→ SI(G)

は単射になるとは限らないので,佐武-Tits図形だけで完全な分類を得ることは不可能である. その
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ために一般の体 Fにおける F-同型類の分類には,佐武-Tits図形のほかに非等方核を付け加えた許
容系 (admissible system)とよばれるものを考える必要がある.

これまでに述べたガロワコホモロジーによる分類と佐武-Tits図形による分類はもちろん無関係
ではない. このノートではこれらの間の関係も含めて,第 I部では一般の標数 0の体での分類論を,
第�部では実数体, p-進体, 代数体の場合の分類について解説していく. 各セクションの内容は次
のとおりである. §1ではルートデータについて復習する. §2では F-型 (F-form)とガロワコホモロ
ジーの関係について述べる. ここでは §2.5で証明される,任意の連結半単純群は半分裂型群の内部
F-型になる,という事実が以下のセクションにおいて基本的になる. また §2.6で代数群の同型類に
対応するコホモロジー不変量を定義するが,これは第 II部で使用される. §3では代数群の構造的な
要素である Γ-データについて説明する. このセクションの内容は教科書 [B-T], [Sa1], [Sp]による.
とくに Γ-データとツイストの関係を説明した §3.3の内容は [Sp]に従ったもので,分類を考える際
の基本になる. §4では連結リダクティブ群の許容系による同型定理について解説する. この同型定
理は半単純群の場合に佐武 [Sa1]と Tits[T1]により与えられたものであるが,ここではリダクティ
ブ群の場合も含めて定式化した. 続く §5では許容系による代数群の分類が,単連結単純の場合に帰
着されることを証明する. 証明はやや長いが議論は標準的なものである. §5での結果から §6以降
では単連結の場合に限り話を進める. この場合 Γ-データはより簡単な Γ-図形で置き換えることが
でき,さらに許容系もより簡単な基底許容系に置き換えることができる. そこで単連結群の分類は
実現可能な基底許容系の分類に帰着される. 与えられた基底許容系が実現可能かどうかの幾つかの
判定条件が §6.4で与えられる. とくに §6.4の最初の定理がこのノートにおけるキーポイントであ
る. この定理は Tits[T1]によるものであるが,ここで与える証明は [Sp]に従った. §6の残りは実現
可能な佐武-Tits図形の分類に当てられる. 古典型の場合この分類は, Weilによる,任意の古典型単
純随伴群は対合をもつ中心的単純環の自己同型群として実現される,という定理に基づきなされる
が,このノートでは詳細は省略し結果だけを記述した. 例外型の場合は §6.4で導かれる条件によっ
て実現不可能な佐武-Tits図形を消去していくことにより分類される. ここでの証明は大部分 [Sp]
に従ったが,一部異なるところもある. 以上が第 I部の内容である. 第 II部では,最初に §7で実数
体上の分類を述べる. 実数体上ではCartanの定理から単連結単純代数群のR-同型類は実現可能な
佐武-Tits図形と一対一に対応することが分かる. 実数体上の実現可能な佐武-Tits図形の分類につ
いては,荒木 [Ar],村上 [Mu],杉浦 [Sa1, Appendix]によりそれぞれ異なる証明が与えられている
が,ここではその結果だけを記述した. また §7.4ではコホモロジー不変量が計算される. §8では p-
進体上の分類を述べる. まずKneserの定理と Tate-Poitouの定理から,与えられた半分裂単純群の
内部 F-型の F-同型類の個数を求めることができる. この個数と §6の結果から定まる F上実現可能
な佐武-Tits図形の個数を比較することにより, 1An-型を除いて F-同型類は佐武-Tits図形と一対一
に対応することが示される. 1An-型の場合は非等方核まで含めて考える必要がある. p-進体上の代
数群の分類は [Sa1]で与えられているが,その証明はここで述べる方法とは少し異なっている. §8.2
では §8.1の分類に従ってコホモロジー不変量が計算される．最後に §9で代数体における分類を
解説する. F上の単連結半分裂単純群 G0 を固定しておく. §9.1で H1(F,G0)が中心 Z0 のコホモロ
ジー H2(F,Z0)と実素点 vでのコホモロジー H1(Fv,G0)のファイバー積になることを証明する. こ
れは Sansuc[San]による定理の特殊な場合である. 次に §9.2で H2(F,Z0)を計算し,それをブラウ
アー群の言葉で書き表す. G0 の内部 F-型の F-同型類の分類には, H1(F,G0)への外部自己同型群の
作用による軌道空間 Ĥ1(F,G0)を調べる必要がある. §9.3では §9.1の結果から導かれるハッセ写像

Ĥ1(F,G0) −→
⨿
v∈V

Ĥ2(Fv,Z0) ×h2
∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

Ĥ1(Fv,G0)
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の像とファイバーについて調べる. 一般にはこの写像は単射にはならない. これが代数群の F-同型
類ではハッセ原理が成り立たない理由である. ファイバーは有限集合であるが，それが丁度局所同
型類と F-同型類の差を与える. また像を決めることは,局所的なデータ (今の場合はコホモロジー
不変量)の間にどのような整合性があれば,そのデータを持つ F上の代数群の存在がいえるかを明
らかにすることと同じである. この意味で,代数体上の分類は,要求される整合性をもった局所的な
データをパラメーターにもつ分類,として与えられる. §9.4で代数体上実現可能な佐武-Tits図形の
分類を与える. これはHarderの定理により,局所体上で実現可能な佐武-Tits図形の”合成”により
求められる. §9の内容の大部分は [Sa2]によるものである.

以上がこのノートの内容であるが,各単純群あるいはそのリー環の具体的な実現方法については,
本報告集の村瀬篤氏と伊吹山知義氏の論説で解説されている.

このノートをまとめるにあたり,佐武先生には何度か話を聞いていただき,助言を賜りました. ま
た森下昌紀さんにはガロワコホモロジーの結果について教えていただき, 高瀬幸一さんには前の
バージョンにあったいくつかのミスプリントを指摘して頂きました. ここに感謝申し上げます.
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第 I部

代数群の分類の一般論

記号

Fを標数 0の体とし, Fは Fの代数閉包, Γ = Gal(F/F)は絶対ガロワ群とする. 任意のトーラスAに
対して,その有理指標群を X(A)で,また有理余指標群を X∨(A)で表す. 即ち X(A) = Hom(A,Gm),
X∨(A) = Hom(Gm,A)である. X(A)と X∨(A)の間には自然なペアリング

⟨·, ·⟩ : X(A) × X∨(A)→ Z

がある. Aが F-トーラスならば,絶対ガロワ群は X(A)に

γ · χ(a) = γ(χ(γ−1a)) , (γ ∈ Γ, χ ∈ X(A), a ∈ A(F))

で作用する．ふたつのトーラスの間の準同型 φ : A → A′ から導かれる指標群の準同型と余指標
群の準同型をそれぞれ

φ∗ : X(A′)→ X(A) : χ 7→ χ ◦ φ, φ∨ : X∨(A)→ X∨(A′) : χ∨ 7→ φ ◦ χ∨

で表す. φが同型のとき, φ♯ = (φ−1)∗ : X(A)→ X(A′)とおく.

1 基底ルートデータと連結分裂リダクティブ群の存在

このセクションでは,連結分裂リダクティブ F-代数群の同型類と基底ルートデータの同型類が１
対１に対応すること見る.

1.1 基底ルートデータ

まず基底ルートデータを定義する. 一つのルートデータΨ = (X,R,X∨,R∨)をとる. ∆はRの一つ
の単純ルートの集合とし,対応するコルートの集合を∆∨とする. このとき4つ組Ψb = (X,∆,X∨,∆∨)
を基底ルートデータ (based root datum)という. さらに ∆が Q-ベクトル空間 XQ = X ⊗Z Qの
基底になっている場合, Ψb は半単純基底ルートデータとよいう. ふたつの基底ルートデータ Ψb

と Ψ′b = (X′,∆′, (X′)∨, (∆′)∨) の間の同型写像 f : Ψ′b → Ψb は, 加群の同型写像 f : X′ → X で
f (∆′) = ∆, f∨(∆∨) = (∆′)∨ を満たすものと定義する.

1.2 ウェイト格子とルート格子

与えられた半単純基底ルートデータ Ψb = (X,∆,X∨,∆∨) から, 単連結および随伴型の基底ルー
トデータを構成する. 自然なペアリング X ⊗X∨ → ZはQ-ベクトル空間 XQと X∨Qの間のQ-双線
形なペアリングに延長できる. これにより各 α ∈ ∆に対して,基本ウェイト ωα ∈ XQ を

⟨ωα, β∨⟩ =
1 (α = β)

0 (α , β)
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で定める. {ωα | α ∈ ∆}は XQ の基底になる. XQ の中のふたつの Z-加群 X̃と Xを

X̃ :=
∑
α∈∆

Zωα , X :=
∑
α∈∆

Zα

で与える. X̃ はウェイト格子とよばれ, X はルート格子とよばれる. これらは明らかな包含関係
X ⊂ X ⊂ X̃をもつ. 同様に ∆に対する X∨Q の中の双対基底 {ωα∨ | α∨ ∈ ∆∨}を基本コウェイトとい
う. X∨Q の中の Z-加群

X̃∨ :=
∑
α∨∈∆∨

Zωα∨ , X
∨

:=
∑
α∨∈∆∨

Zα∨

をそれぞれコウェイト格子,コルート格子という. これについても明らかな包含関係X
∨ ⊂ X∨ ⊂ X̃∨

がある. 構成の仕方から

Ψ̃b := (X̃,∆,X
∨
,∆∨), Ψb := (X,∆, X̃∨,∆∨)

は共に基底ルートデータになることがわかる. これらをそれぞれ Ψb から構成された単連結基底
ルートデータ,随伴型基底ルートデータとよぶことにする.

1.3 連結分裂リダクティブ群の基底ルートデータ

G を連結分裂リダクティブ F-代数群とする. T を極大 F-分裂トーラスとして B は T を含む
F-ボレル部分群とする. (G,T) に関するルート系を R, コルート系を R∨ とすれば Ψ(G,T; F) :=
(X(T),R,X∨(T),R∨)はルートデータになる. Bに対応する Rの単純ルート系を ∆,単純コルート系
を ∆∨ とすれば

Ψb(G,B,T; F) := (X(T),∆,X∨(T),∆∨)

は基底ルートデータを成す.

補題� �
各 α ∈ Rに対応する一径数部分群 uα : Ga → Gで次を充たすものが取れる.
(a) uα は F上定義される.
(b) nα = uα(1)u−α(−1)uα(1)は T の正規化群 NG(T)に属し,絶対ワイル群 NG(T)/T への像
は αに対応する鏡映になる.
(c) 任意の x ∈ Fに対して uα(x)u−α(−x−1)uα(x) = α∨(x)nα となる.� �

上の補題の条件を充たす {uα}を Rの実現という.

1.4 連結分裂リダクティブ群の同型定理と存在定理

次の定理は F上の同型定理,存在定理と同様の論法で証明される.
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定理 (分裂群の同型定理)� �
Gと G′ は連結分裂リダクティブ F-代数群とする. 対応する基底ルートデータの間に同型

f : Ψb(G′,B′, T′; F) → Ψb(G,B, T; F)

があれば, F-同型写像 φ : G → G′ で φ(T) = T′, φ(B) = B′ かつ φ∗ = f となるもの
が存在する. φ′ : G → G′ が同じ性質を持つもう一つの F-同型写像ならば, ある t ∈ {t ∈
T | 任意の α ∈ ∆で α(t) ∈ F}によりφ′ = φ ◦ inn(t)とかける.� �
定理 (分裂群の存在定理)� �
Ψb を基底ルートデータとすれば, 連結分裂リダクティブ F-代数群 Gとその極大 F-分裂トー
ラス T, F-ボレル部分群 BでΨb = Ψb(G,B, T; F)となるものが存在する.� �
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2 F-型とツイスト

このセクションでは,まず F-型を定義し,代数群の F-型は,その自己同型群に値を取るガロワコ
ホモロジー類によるツイストで分類できることを説明する. さらに任意の連結リダクティブ F-代
数群は半分裂代数群の内部 F-型となることを示す. また連結リダクティブ F-代数群に対応するコ
ホモロジー不変量を構成する. この不変量は第 II部において主要な役割を果たす.

2.1 F-型

Gを F-代数群とする. F上定義された代数群で F上 Gと同型になるものを Gの F-型 (F-form)と
いう.

2.2 ツイスト

F-代数群 G の F-自己同型群 Aut(G) に値を取るガロワコホモロジー集合を H1(F,Aut(G)) とす
る. コサイクル z ∈ Z1(F,Aut(G))のコホモロジー類を [z]で表す. Γの Gへの作用の zによるツイ
ストを

γ ∗ g := z(γ)(γ · g) , (γ ∈ Γ, g ∈ G(F))

で定義する. この作用により Gに F-構造を入れて F上定義された代数群とみたものを Gz で表し,
Gの zによるツイストとよぶ. Gz は F-同型を除けば zのコホモロジー類にのみ依存するので, こ
れは全単射

H1(F,Aut(G))→ {Gの F-型の F-同型類 } : [z] 7→ [Gz]

を引き起こす. この逆写像は次のように構成される. G′を Gの F-型として F-同型写像 φ : G′ → G
をとる. このとき

Γ→ Aut(G) : γ→ φ ◦ (γφ−1)

は 1-コサイクルを与える. これを ηG(G′, φ)で表す. このコホモロジー類 [ηG(G′, φ)]は φの取り方
に依存しないので,これを ηG(G′)で表す. 対応 G′ → ηG(G′)が逆写像を導くことは容易に確かめ
られる.

2.3 連結分裂リダクティブ群のツイスト

Gを連結リダクティブ F-代数群とする. Gの極大 F-トーラス Tと Tを含む F-ボレル部分群 Bを
とれば F-代数群としての基底ルートデータΨb(G,B,T; F)が得られる. 存在定理から連結分裂リダ
クティブ F-代数群 Gs とその極大 F-分裂トーラス Ts, F-ボレル部分群 Bs が存在して

Ψb(G,B,T; F) = Ψb(Gs,Bs,Ts; F)

となる. このとき Gは Gsの F-型になるから,ある [z] ∈ H1(F,Aut(Gs))による Gsのツイスト Gs
zと

F-同型になる.
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2.4 連結半単純群の自己同型群

Gs を連結分裂半単純 F-代数群として,その基底ルートデータを

Ψb(Gs,Bs,Ts; F) = (X(Ts),∆,X∨(Ts),∆∨)

とする. ルート系の実現 {uα}を固定しておく. 単純ルート系 ∆に対応するディンキン図形をD∆と
して, D∆ の自己同型群を Aut(D∆)で表す. 各既約ルート系について Aut(D∆)は次の様になる.

An (n ≥ 2) D2n (n ≥ 3) D2n+1 (n ≥ 2) D4 E6 その他
S2 S2 S2 S3 S2 自明

ここで Sn は n文字の対称群を表す. とくに An, D2n+1, E6 型は反転対合 (opposition involution)
をもつ. 反転対合の定義は §6.4で与える. 一般に ∆が互いに異なる既約ルート系 ∆1, · · · ,∆kの直和

∆ =

k⊔
i=1

∆⊕ni
i , (ni は ∆i の重複度)

に分解するならば, Aut(D∆)は

Aut(D∆) �
k∏

i=1

(Aut(D∆i)
ni ⋊Sni)

となる. さて Aut(Gs)の部分群 Aut(Gs,Bs,Ts)を

Aut(Gs,Bs,Ts) := {σ ∈ Aut(Gs) | σ(Bs) = Bs, σ(Ts) = Ts}

で定めれば,各 σ ∈ Aut(Gs,Bs,Ts)は D∆ の自己同型を引き起こす. 即ち写像

Aut(Gs,Bs,Ts)→ Aut(D∆) (2.4.1)

が存在する. この像を Aut(Gs,D∆)で表す. 一般にこの写像は全射にはならないが, Gs が単連結ま
たは随伴型ならば Aut(Gs,D∆) = Aut(D∆)となる.

補題� �
任意の σ ∈ Aut(Gs,D∆)に対して, Gs の F-自己同型写像 σ ∈ Aut(Gs,Bs, Ts)で

σ(uα(x)) = uσ(α)(x) , (x ∈ F, α ∈ ∆)

となるものが唯一つ存在する. 対応 σ 7→ σは準同型である.� �
補題の証明は分裂群の同型定理から従う. F-自己同型 σの成す群を AutF(Gs,D∆)で表す. いま Gs

の中心を Zs として, G
s
= Gs/Zs とおく. Gs の内部自己同型群 Inn(Gs)は自然に G

s
と同一視でき

る. そこで F-代数群 AGs を

AGs(F) := G
s
(F) ⋊AutF(Gs,D∆), (x, σ)(y, τ) = (xσ(y), στ)

で定義する. 写像 (2.4.1)の核が Aut(Gs,Bs,Ts) ∩ Inn(Gs) � Ts/Zs となることから, 次は容易に示
せる.
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定理� �
AGs(F) = Aut(Gs)である. また AGs(F)は Gs の F-自己同型群である.� �

Gを Gs の F-型として, G = Gs
z となる [z] ∈ H1(F,Aut(Gs))をとる. 定理から

Aut(G) = AGs(F) = Inn(G) ⋊AutF(G,D∆)

である. さて zによる AGs(F)への Γの作用のツイストを次で定義する.

γ ∗ σ = z(γ)(γ · σ)z(γ)−1 , (γ ∈ Γ, σ ∈ AGs(F))

この作用により AGs に F-構造を入れ F-代数群とみたものを (AGs)z で表す. このとき (AGs)z(F)は
G = Gs

z の F-自己同型群を与える. 一般に連結リダクティブ代数群の自己同型群は代数群にはなら
ない. 例えばトーラスなどはその場合に当てはまる.

2.5 内部 F-型と外部 F-型

Gs は §2.4と同じものとする. Aut(Gs) = Inn(Gs) ⋊ AutF(Gs,D∆)からコホモロジー集合の分解
完全列

H1(F, Inn(Gs)) i−→ H1(F,Aut(Gs)) ϵ−→ H1(F,AutF(Gs,D∆)) −→ 1

が従う. 一般に写像 i は単射になるとは限らない. ここに現れるコホモロジーは群ではないので,
Ker i = 1は単にトリビアル類の逆像 i−1([1])がトリビアル類だけからなることを意味するにすぎ
ない. 写像 iは次の全単射を導く.

AutF(Gs,D∆)\H1(F, Inn(Gs)) � Im i = Ker ϵ

ここで AutF(Gs,D∆)は H1(F, Inn(Gs))に

σ(inn(gγ)) = inn(σ(gγ)) , (σ ∈ AutF(Gs,D∆), [γ 7→ inn(gγ)] ∈ H1(F, Inn(Gs)))

で作用しており,同型の左辺の集合はその軌道空間とする. また ΓのAutF(Gs,D∆)への作用は自明
だから

Z1(F,AutF(Gs,D∆)) = Hom(Γ,AutF(Gs,D∆))

であることに注意する. 写像 ϵは自然な分解をもつので,以下H1(F,AutF(Gs,D∆))をH1(F,Aut(G))
の部分集合と同一視する. Gs の F-型 Gに対応するコホモロジー類を ηGs(G)とする. ηGs(G) = [z]
とすれば Gは Gs

z と F-同型である.

定義 Gと G′ を共に Gs の F-型とする. このとき ϵ(ηGs(G)) = ϵ(ηGs(G′))ならば G′ は Gの内部 F-
型であるといい, ϵ(ηGs(G)) , ϵ(ηGs(G′))ならば G′ は Gの外部 F-型であるという.
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定理� �
(1) G′ が G の内部 F-型ならば, G′ に対応する H1(F,Aut(G)) のコホモロジー類 ηG(G′) は
H1(F, Inn(G))の像に含まれる. G′を含む F-同型類を [G′]と表すとき,対応 [G′] 7→ ηG(G′)か
ら定義される写像

{Gの内部 F-型の F-同型類 } −→ Im(H1(F, Inn(G)) → H1(F,Aut(G)))

は全単射である.
(2) [τ] ∈ H1(F,AutF(Gs,D∆))による Gs のツイストを Gs

τ で表す. このとき Gs
τ は F-ボレル

部分群をもつ.
(3) 任意の連結半単純 F-代数群は半分裂 F-代数群の内部 F-型になる. このとき半分裂 F-代数
群は F-同型を除いて一意に定まる.� �

証明 (1) [z] = ηGs(G)とおく. 次の可換図式を考える.

H1(F, Inn(G))
iG−−−−−→ H1(F,Aut(G))

ϵG−−−−−→ H1(F,AutF(G,D∆))y y jz j′z

y
H1(F, Inn(Gs)) i−−−−−→ H1(F,Aut(Gs)) ϵ−−−−−→ H1(F,AutF(Gs,D∆))

ここで jz, j′z は全単射で,トリビアル類 [1], ϵG([1])をそれぞれ [z], ϵ([z])にうつす. 仮定から

ϵ( jz(ηG(G′))) = ϵ([z]) = j′z([1])

となるから ϵG(ηG(G′)) = [1]で ηG(G′) ∈ Im(iG)となる. また定義から, Gの内部 F-型の F-同型類
の集合は ϵ−1(ϵ([z])) = jz(Im(iG))と一致する.

(2) Gs の F-ボレル部分群 Bs を (2.4)のようにとれば, AutF(Gs,D∆)の定義から,各 τ(γ), (γ ∈ Γ)
は Bs を不変にする.これは Bs が Gs

τ の中の F-ボレル部分群であることを意味する.

(3)は (1),(2)から従う. □

定義 連結リダクティブ代数群が F-ボレル部分群をもつとき,半分裂型という.

2.6 内部 F-型のコホモロジー不変量

以下この節では [τ] ∈ H1(F,Aut(Gs,D∆))を固定し, G0 := Gs
τ を半分裂 F-代数群とする. G0 の中

心を Z(G0)として, G0 = G0/Z(G0)とおく. 自然な同型 G0 � Inn(G0)がある. G0 の自己同型群は

Aut(G0) = (AGs)τ(F) = Inn(G0) ⋊AutF(G0,D∆)

と表せる. これから G0 の F-自己同型群は

(AGs)τ(F) = G0(F) ⋊AutF(G0,D∆)

となる. ここで

AutF(G0,D∆) := AutF(G0,D∆)Γ = {σ ∈ AutF(Gs,D∆) | τ(γ)σ = στ(γ) (γ ∈ Γ)}
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である. AutF(G0,D∆)は H1(F, Inn(G0))に

σ(inn(gγ)) = inn(σ(gγ)) , (σ ∈ AutF(G0,D∆), [γ 7→ inn(gγ)] ∈ H1(F, Inn(G0)))

で作用するので,その軌道空間を AutF(G0,D∆)\H1(F, Inn(G0))とおく. 自然な可換図式

H1(F, Inn(G0))
i0−−−−−→ H1(F,Aut(G0))

ϵ0−−−−−→ H1(F,AutF(G0,D∆))y y j0 j′0

y
H1(F, Inn(Gs)) i−−−−−→ H1(F,Aut(Gs)) ϵ−−−−−→ H1(F,AutF(Gs,D∆))

を考えれば, i0 と j0 は次の全単射を導く.

AutF(G0,D∆)\H1(F, Inn(G0)) � Im i0 = Ker ϵ0 � ϵ−1([τ])

従って §2.5定理から全単射

η̂F : {G0 の内部 F-型の F-同型類 } −→ AutF(G0,D∆)\H1(F, Inn(G0))

がある. さて完全列
1→ Z(G0)→ G0 → G0 → 1

からコホモロジーの完全列

· · · −−−−−→ H1(F,G0) −−−−−→ H1(F,G0) δ−−−−−→ H2(F,Z(G0))

が導かれる. ここで δは

δ(z)(γ, γ′) = gγ · γgγ′ · g−1
γγ′ , ([z] = [γ 7→ z(γ) = inn(gγ)] ∈ H1(F,G0))

で与えられる. AutF(G0,D∆)の H2(F,Z(G0))への作用を

σ(c)(γ, γ′) = σ(c(γ, γ′)) , ([c] ∈ H2(F,Z(G0)))

で定義すれば, δは軌道空間の間の写像

δ̂ : AutF(G0,D∆)\H1(F, Inn(G0)) −→ AutF(G0,D∆)\H2(F,Z(G0))

を導く.

定義 Gを G0 の内部 F-型とするとき

γ̂F(G) := δ̂(η̂F(G)) ∈ AutF(G0,D∆)\H2(F,Z(G0))

とおく.

AutF(G0,D∆)の軌道空間をとらない場合には F-同型 G→ G0 を固定する必要がある. 以下この
場合を説明する. Gは G0 の内部 F-型とする. このとき F-同型 φ : G→ G0 で

φ ◦ (γφ−1) = inn(gγ) , (γ ∈ Γ, gγ ∈ G0)
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となるものが取れる. Gとこのような φのペア (G, φ)を G0の内部 F-ペアと呼ぶことにする. この
(G, φ)から定まる G0 への 1-コサイクル γ 7→ gγ のコホモロジー類を ηF(G, φ) ∈ H1(F,G0)とおく.
さてふたつの G0 の内部 F-ペア (G, φ), (G′, φ′)に対して, F-同型 ψ : G→ G′ で

φ′ ◦ ψ ◦ φ−1 ∈ Inn(G0)

となるものが存在するとき, (G, φ)と (G′, φ′)は内部 F-同型であるということにする. 容易に分か
るように対応 (G, φ)→ ηF(G, φ)は全単射

ηF : {G0 の内部 F-ペアの内部 F-同型類 } −→ H1(F,G0)

を与える. また δ : H1(F,G0)→ H2(F,Z(G0))との合成を

γF(G, φ) := δ(ηF(G, φ))

とおく. 次の可換図式がある.

{G0 の内部 F-ペアの内部 F-同型類 } γF−−−−−→ H2(F,Z(G0))

p1

y y
{G0 の内部 F-型の F-同型類 } γ̂F−−−−−→ AutF(G0,D∆)\H2(F,Z(G0))

ここで写像 p1 は (G, φ) 7→ Gから導かれるものである.

補題� �
(G, φ)は G0 の内部 F-ペアで,各 γ ∈ Γに対して φ ◦ (γφ−1) = inn(gγ)とする. また Gの F
上定義された外部自己同型群を

AutF(G,D∆) := Aut
F
(G,D∆)Γ

とおく. このとき

AutF(G,D∆) � {σ ∈ AutF(G0,D∆) | σ(gγ) = gγ (γ ∈ Γ)}

が成り立つ. これによりAutF(G,D∆)をAutF(G0,D∆)の部分群とみなせば, Gの F-同型類 [G]
の p1 に関するファイバーへの写像

AutF(G0,D∆)/AutF(G,D∆) −→ p−1
1

([G]) : σAutF(G,D∆) 7→ [(G, σ ◦ φ)]

は全単射になる.� �
証明 §2.4の結果から,コサイクル z ∈ H1(F,Aut(Gs))を z(γ) = (gγ, τ)ととれば, Gは Gs

z と F-同型
で, Gs

z の F-自己同型群は
(AGs)z(F) = G

s
z(F) ⋊AutF(Gs

z,D∆)Γ

となる. ここで

AutF(Gs
z,D∆)Γ = {σ ∈ AutF(Gs,D∆) | z(γ) ◦ σ = σ ◦ z(γ) (γ ∈ Γ)}

である. これから前半の同型が従う. また後半の全単射も容易である. □
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2.7 単連結群と随伴群

このセクションの最後として, 連結半単純 F-代数群は F 上定義された単連結被覆をもつことを
示す. いま Gは連結半単純 F-代数群として,その基底ルートデータを

Ψb = Ψb(G,B,T; F) = (X,∆,X∨,∆∨)

とする. §1.2から２つの基底ルートデータ

Ψ̃b = (X̃,∆,X
∨
,∆∨), Ψb = (X,∆, X̃∨,∆∨)

ができる. 自然な単射 f̃ : X→ X̃, f : X→ Xがある.

定理� �
連結半単純 F-代数群 G̃と Gで次をみたすものが F-同型を除いてただ一つ存在する.
(a) 中心 F-アイソジェニφ : G̃ → G, ψ : G → Gが存在する.

(b) Ψ̃b = Ψb(G̃, φ−1(B), φ−1(T); F),Ψb = Ψb(G, ψ(B), ψ(T); F)で,φ∗ = f̃ , ψ∗ = f となる.

このとき G̃を Gの単連結カバー, Gを Gの随伴群という.� �
証明 G̃の存在を示す. Gについても証明は同様である. 連結分裂 F-代数群 Gs, G̃s を

Ψb = (Gs,Bs,Ts; F), Ψ̃b = (G̃s, B̃s, T̃s; F)

となるようにとる. 自然な単射 f̃ : X = X(Ts) → X̃ = X(T̃s) は F-分裂トーラスの F-アイソジェ
ニ φ1 : T̃s → Ts を導く. Kerφ1 は有限群で F上定義される. X(Kerφ1) = X̃/X から, 任意の
ルートは Kerφ 上トリビアルになる. これは Kerφ の各要素が一つのルートに対応する G̃s の一
径数部分群と可換になることと同じである. 従ってブリュアー分解から Kerφ1 は G̃s の中心に含
まれることがわかる. G̃s/Kerφ1 は Gs と同じルートデータを持つから, 同型定理により, F-同型
φ2 : G̃s/Kerφ1 → Gs で, φ2(B̃s/Kerφ1) = Bs, φ2(T̃s/Kerφ1) = Ts となるものが取れる. そこで
φ : G̃s → Gs を自然な写像 G̃s → G̃s/Kerφ1 と φ2 の合成とすれば, φ は中心 F-アイソジェニで,
φ∗ = f̃ となる. この φから導かれる同型 Inn(Gs) � Inn(G̃s)と単射

Aut(Gs,D∆)→ Aut(G̃s,D∆) = Aut(D∆)

から自己同型群の間の単射
iφ : Aut(Gs)→ Aut(G̃s)

が存在する. さて, G = Gs
z となる [z] ∈ H1(F,Aut(Gs))をとり, [iφ ◦ z] ∈ H1(F,Aut(G̃s))とおく. こ

れから G̃ = G̃s
iφ◦z とすれば, φ : G̃→ Gは求める中心 F-アイソジェニを与える. 一意性は G̃s の一

意性と iφ の単射性から従う. □

定義 連結半単純 F-代数群 Gに対して, Γ-加群

π1(G) := X∨(T)/X
∨

(T)
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は Gの代数的基本群とよばれる. 上で示した中心的 F-アイソジェニ φ : G̃→ Gに関して, Γ-加群
としての同型

π1(G) � Hom(Ẑ(1),Kerφ)

がある. ここで Ẑ(1) は, µn(F) を F の中の 1 の n 乗根のなす群とするとき, その射影的極限
Ẑ(1) := lim←−−µn(F)である. F = Cならば π1(G)は複素リー群 G(C)の位相的な基本群と群として同
型である.
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3 代数群の Γ-データ

ここでは代数群の構造を記述する上でのもととなる Γ-データを定義する. §3.2補題の性質は分
類の判定条件の基本となる. また §2で述べたツイストと Γ-データとの関係についても解説する.

3.1 Γ-データ

Γ-データ (Γ-datum, indexed root datum)とは次のような 3つ組みのことである.

iΨ = (Ψb,∆0, τ)

ここでΨb = (X,∆,X∨,∆∨)は基底ルートデータで, ∆0は ∆の部分集合, τはガロワ群 ΓのXへの連
続な作用である. ∆と ∆0 はこの作用で不変とする. またこのとき {∆,∆0, τ}を Γ-図形 (Γ-diagram,
Tits index)という. ふたつの Γ-データ iΨと iΨ

′ = (Ψ′b,∆
′
0, τ
′)は,同型写像 f : Ψb → Ψ′b で,

f (∆0) = ∆′0, τ′(γ) = f ◦ τ(γ) ◦ f−1 , (∀γ ∈ Γ)

をみたすものが存在するときに同型であるといい,これを iΨ � iΨ
′で表す. Γ-データ iΨは ∆0 = ∅

であるとき半分裂型といい, ∆ = ∆0 であるとき非等方型という.

3.2 連結リダクティブ群の Γ-データ

Gは連結リダクティブ F-代数群として, Sは Gの極大 F-分裂トーラス, T は Sを含む Gの極大
F-トーラスとする. (G,T)に関するルートデータを (X(T),R,X∨(T),R∨)とし, (G, S)に関する相対
ルートデータを (X(S), FR,X∨(S), FR∨)とする. いま π : X(T)→ X(S) : χ 7→ χ|Sを制限写像として

X(T)0 := Kerπ = {χ ∈ X(T) | π(χ) = 0}

とおく. このとき
R0 := X(T)0 ∩ R = {α ∈ R | π(α) = 0}

とすれば,これは Rの部分ルート系になる. また

FR ⊂ π(R) ⊂ FR ∪ {0}

となることが分かる. X(T)上の線型順序で

0 < χ ∈ X(T) − X(T)0 =⇒ 0 < χ′ (χ′ ∈ χ + X(T)0)

をみたすものを X(T)0に適合する線型順序 (linear order adapted to X(T)0)という. このような線
型順序は自然に X(T)0, X(S) = X(T)/X(T)0 上の線型順序を誘導する. 逆に X(T)0 と X(S)上の線型
順序から, X(T)上 X(T)0 に適合する線型順序で, X(T)0, X(S)上では元の線型順序を誘導するよう
なものがただ一つ構成できる. 以下 X(T)の X(T)0 に適合する線型順序を一つ固定して,それに関
する R, R0, FRの正ルート系を R+,R+0 , FR+ とし,単純ルート系を ∆,∆0, F∆と表す. このとき

π(R+ − R+0 ) = FR+ (3.2.1)
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が充たされる.

次に X(T) へのガロワ群 Γ の ∗-作用 (∗-action)を定義する. R,R0, FR のそれぞれのワイル群を
W,W0,WF で表すことにする. 各 γ ∈ Γ に対して, γ(R+) はまた R の一つの正ルート系を与える.
正ルート系のなす集合に対するワイル群の作用は単純推移的であったから, 絶対ワイル群の要素
wγ ∈ W で, wγ(γ(R+)) = R+ となるものがただ一つ取れる. このとき χ ∈ X(T)に対して, γ ∈ Γの
∗-作用を

τ(γ)(χ) := wγ(γχ)

で定める. 定義から wγ(γ(∆)) = ∆であるから, τは Γからディンキン図形の自己同型群への連続準
同型

τ : Γ→ Aut(D∆)

を導く.

補題� �
(1) Gにおける Sの中心化群を ZG(S)とすれば, R0 は (ZG(S), T)の絶対ルート系である.
(2) 各 γ ∈ Γについて wγ ∈ W0 である.
(3) 任意の χ ∈ X(T)に対して

τ(γ)χ − γχ ∈
∑
β∈∆0

Zβ

である.
(4) ∆0, ∆ − ∆0 は共に τ(Γ)-不変で, π(∆ − ∆0) = F∆である.
(5) ∆ − ∆0 の τ(Γ)-軌道分解は

∆ − ∆0 =
⊔
a∈F∆

π−1(a) ∩ ∆

となる.
(6) ∆ が既約ならば F∆ も既約である. (ただし F∆ は被約とは限らない.) さらにこのとき
α̃ ∈ R+ が ∆の最高ルートならば, π(α̃) ∈ FR+ は F∆の最高ルートである.� �

証明 (1)は自明である.

(2) Sは F-分裂トーラスだから X(S)の要素はすべて F上定義されている. これから

π(γχ) = γπ(χ) = π(χ) (γ ∈ Γ , χ ∈ X(T))

となる. これと (3.2.1)より,

γ(R0) = R0 , γ(R+ − R0) = R+ − R0

が従う. wγ ∈W0 を wγ(γR+0 ) = R+0 となるようにとる. W0 は R+ − R0 を不変にするから,

wγ(γR+) = wγ(γ(R+ − R+0 ) ∪ γ(R+0 )) = R+

となり, wγγ = τ(γ)である.
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(3) sβ を β ∈ ∆0 に対応する鏡映とすれば,任意の χ ∈ X(T)に対して

χ − sβχ =< χ, β∨ > β ∈ Zβ

となる. これを w = sβ1 · · · sβm ∈W0, (β1, · · · , βm ∈ ∆0)に対して繰り返し適用すれば

χ − wχ ∈
∑
β∈∆0

Zβ

が従う. (2)でみたように, wγ ∈W0 であったから

τ(γ) − γχ = wγγχ − γχ ∈
∑
β∈∆0

Zβ

となる.

(4) ∆0 が τ(Γ)-不変であることは (2)の証明からわかる. 任意の a ∈ FR+ に対して, π(α) = aと
なる α ∈ R+ が取れる. α =

∑
β∈∆ cα,ββと表すとき,

a = π(α) =
∑

β∈∆−∆0

cα,βπ(β)

となるから, aは π(∆ − ∆0)の要素の一次結合で表せる. これは π(∆ − ∆0) = F∆を示す.

(5) Rの F上の実現 {uα}α∈R を固定して, Uα = Imuα とおく. 任意の部分集合 θ ⊂ ∆に対して

Tθ :=

∩
α∈θ

Kerα


0

, Pθ := ZG(Tθ)
∏

β∈∆−<θ>
Uβ

とする. ここで < θ >は θの要素の一次結合で表せる Rの要素全体を表す. Pθ は ZG(Tθ)をレビ
部分群とする標準パラボリック部分群で, (ZG(Tθ),T)のルート系は < θ >になる. τの定義から

γPθ = w−1
γ Pτ(γ)(θ)wγ , (γ ∈ Γ)

がわかる. このことからとくに θが τ(Γ)-不変でかつ < θ >と ∆− < θ >がW0-不変ならば, Pθ は
標準 F-パラボリック部分群になることがわかる. さて α ∈ ∆ − ∆0 をとり π(α) = a ∈ F∆として, ∆
の部分集合 θと θ′ を

θ := τ(Γ)α ∪ ∆0 , θ′ := (π−1(a) ∩ ∆) ∪ ∆0

ととる. (3)の証明からわかるように < θ >, < θ′ >は共にW0-不変である. また (4)から θと θ′は
τ(Γ)-不変でもある. 従って上で述べたことから Pθ, Pθ′ は共に標準 F-パラボリック部分群である.
Sの部分 F-トーラス Sa = (Ker a)0 をとれば, θの取り方から Sa ⊂ Tθとなるので, ZG(Tθ) ⊂ ZG(Sa)
である. これから標準 F-パラボリック部分群の間の包含関係

P∆0 ⊂ Pθ ⊂ ZG(Sa)P∆0

がえられる. P∆0 と ZG(Sa)P∆0 の間に真に挟まれる標準 F-パラボリック部分群は存在しないから,
Pθ = ZG(Sa)P∆0 が従う. Pθ′ も Pθ と同じ性質を持つから,結局 Pθ = Pθ′ = ZG(Sa)P∆0 となる. よっ
て θ = θ′ でなければならない.
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(6) 被約単純ルート系 ∆は次の性質をみたす正ルート α̃ ∈ R+ を少なくとも一つはもつ.

⟨α̃, β∨⟩ ≥ 0 (β ∈ ∆)

この α̃を最高ルートという. 最高ルートは丁度 ∆の既約成分の個数だけあり,とくに ∆が既約なら
ば最高ルートはただ一つしかなく,逆に最高ルートがただ一つしかなければ ∆は既約になる. 被約
でないルート系についても同様である. ただしこの場合は最高ルートは上の不等式だけでは特徴付
けられない. 即ち被約でない既約ルート系 (BCn-型ルート系)の場合は,上の不等式をみたす正ルー
トは２つ存在するが,この２つのうちで線型順序が大きいほうが最高ルートになる. いま ∆は既約
であると仮定する. このとき任意の α ∈ R+ − {α̃}は上の不等式をみたし得ないから,ある β ∈ ∆に
よって ⟨α, β∨⟩ < 0でなければならない. これから

sβα = α +mβ, m = −⟨α, β∨⟩ > 0

となるから, sβαは正ルートで sβα > αをみたす. これを続けていけば最後は必ず最高ルートで終
わる列

α = α1 < α2 < · · · < αℓ = α̃

ができる. さて a ∈ R+F を F∆の最高ルートの一つとして, α ∈ π−1(a)をとる. (3.2.1)より α ∈ R+ で
ある. この αについて上の列を考えて,それを πでうつせば

a = π(α) ≤ π(α2) ≤ · · · ≤ π(α̃)

という列ができる. a は最高ルートであったから, これから a = π(α̃) が従う. よって π(α̃) は最高
ルートで, F∆の最高ルートはこれだけであるから F∆も既約である. □

定義 上の記号のもとで,

iΨ(G) := (X(T),∆,X∨(T),∆∨,∆0, τ)

をGの F, S,Tに関する Γ-データという. また {∆,∆0, τ}をGの F, S,Tに関する Γ-図形という. iΨ(G)
の同型類は S,Tには依存しない. iΨ(G)が半分裂型,非等方型であるかに従って Gもそれぞれ半分
裂型,非等方型とよばれる.

注意 相対ルート系 F∆は Γ-図形 {∆,∆0, τ}から求めることができる. 実際次のことが成り立つ. い
ま X(T)R := X(T) ⊗Z RにW-不変かつ τ(Γ)-不変な内積 (·, ·)を入れて, X(T)R と X∨(T)R を同一視
する. とくに αに対応するコルート α∨ は

α∨ =
2

(α, α)
α

で与えられるものとする. また X(S)R と X(T)0 の X(T)R での直交補空間を同一視することにより,
X(S)Rを X(T)Rの部分空間とみなす. これにより相対ルート a, b ∈ FRに対しても内積 (a, b)が定義
できる. そこで

mα,β = (α, β) , ma,b = (a, b) , (α, β ∈ ∆, a, b ∈ F∆)

とおいて,これらを成分にもつ行列をM = (mα,β)α,β∈∆, MF = (ma,b)a,b∈F∆ とする. このとき

(1) M,MF の逆行列をそれぞれ

M−1 = (cα,β)α,β∈∆ , M−1
F = (ca,b)a,b∈F∆
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とするとき
ca,b =

∑
α∈π−1(a)∩∆

∑
β∈π−1(b)∩∆

cα,β

が成り立つ.

(2) 各 a ∈ F∆に対して

max(n ∈ Z : na ∈ FR) = max(
∑

α∈π−1(a)∩∆
cα :

∑
α∈π−1(a)∩∆

cαα +
∑
β∈∆0

cββ ∈ R+)

が成り立つ.

(1), (2)の関係式の右辺は共に {∆,∆0,Γ}から定まるので. F∆は Γ-図形で決まる. (2)は (3.2.1)から
明らかである. (1)を示す. β ∈ ∆, b ∈ F∆に対して, β∗ ∈ X(T)R, b∗ ∈ X(S)R を

(β∗, α) =

1 (α = β)

0 (α , β)
, (b∗, a) =

1 (a = b)

0 (a , b)

で定める. ただし Gの中心の上では β∗, b∗共にトリビアルとする. このとき π : X(T)R → X(S)Rが
直交射影になることから, (b∗, α) = (b∗, π(α))が成り立つ. これから

b∗ =
∑

β∈π−1(b)∩∆
β∗

が従う. 定義から
b∗ =

∑
a∈F∆

ca,ba =
∑

β∈π−1(b)∩∆

∑
α∈∆

cα,βα =
∑

β∈π−1(b)∩∆
β∗

である. そこで両辺と a∗ =
∑
α∈π−1(a)∩∆ α

∗ との内積をとれば求める等式が従う.

3.3 半単純群の Γ-データとツイスト

G は連結半単純 F-代数群とする. G の極大 F-分裂トーラス S と S を含む極大 F-トーラス T を
とり, それから従う Γ-データを iΨ(G) = (X,∆,X∨,∆∨,∆0, τ) とする. iΨ(G) に含まれる基底ルー
トデータ Ψb(G) = (X,∆,X∨,∆) に対して, 分裂群の存在定理から連結分裂半単純 F-代数群 Gs で
Ψb(Gs,Bs,Ts; F) = Ψb(G)となるものが存在する. ∆0 から Ts の部分 F-トーラスを

Ts
∆0

:=

∩
α∈∆0

Kerα


0

で定める. Ts
∆0
の Gsでの中心化群を ZGs(Ts

∆0
)とおく. これは Bsを含む放物的部分群のレビ部分群

になる. さて τはその定義から連続準同型 τ : Γ→ AutF(Gs,D∆)を与える. 従って §2.5から

[τ] ∈ H1(F,AutF(Gs,D∆)) ⊂ H1(F,Aut(G))

とみなせる. これから Gs の τ によるツイスト Gs
τ ができる. 同様に ∆0 の τ(Γ)-不変性から, τ は

Aut(ZGs(Ts
∆0

)) に値を取る 1-コサイクルを与えるので ZGs(Ts
∆0

) の τ によるツイスト ZGs(Ts
∆0

)τ が
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できる. Gs
τ, ZGs(Ts

∆0
)τは共に半分裂型である. 自然な準同型 Gs

τ −→ Inn(Gs
τ)による ZGs(Ts

∆0
)τの像

からなる Inn(Gs
τ)の部分群を Inn∆0(Gs

τ)で表す.

補題� �
(1) Gに対応するコホモロジー類 ηGs(G)の H1(F,AutF(Gs,D∆))への像は [τ]に等しい. そし
て Gは半分裂群 Gs

τ の内部 F-型である.
(2) G = (Gs

τ)z となる [z] ∈ H1(F, Inn∆0(Gs
τ))が存在する.

(3) 上の [z]を [z] ∈ Z1(F, Inn(ZGs(Ts
∆0

)τ))とみなすとき, ZG(S)は (ZGs(Ts
∆0

)τ)z に F-同型で
ある.� �

証明 (1)は定義と §2.5定理から従う.

(2) ある [z] ∈ H1(F, Inn(Gs
τ)) により G = (Gs

τ)z と表せる. いま G の中の T を含み単純ルー
ト系 ∆ に対応する F-ボレル部分群を B とする. ２つのボレル部分群は F 上共役だから, ある
g ∈ G(F) = Gs

τ(F)により Bs = gBg−1, Ts = gTg−1 となる. そこで zと同値なコサイクル z′ を

z′(γ) = inn(g) ◦ z(γ) ◦ inn(γ(g)−1) , (γ ∈ Γ)

で与えれば,写像 inn(g) : (Gs
τ)z → (Gs

τ)z′ は F-同型となり, inn(g)(T) = Ts, inn(g)(B) = Bs となる.
従って最初から Gを (Gs

τ)z′ と同一視することにより, B = Bs, T = Ts としてよい. この同一視によ
り更に S = Ts

∆0
となる. さて z′は Inn(Gs

τ)に値を取るから,各 γ ∈ Γに対して, z′(γ) = inn(gγ)とな

る gγ ∈ Gs
τ(F)が取れる. 以下 gγ ∈ (ZGs(S))τ(F) = ZGs

τ
(S)(F)であることを示す. Γの作用を区別す

るために, Γの Gs
τ への作用を σで,また (Gs

τ)z′ への作用を σ′ で表すことにする. τの定義から, Gs
τ

の中で Sは F-分裂トーラスになる. 実際 F-トーラスであることは明らかだから, F-分裂であること
を示す. それには X(S)への Γの σ-作用がトリビアルになることを示せばよい. π : X(T) → X(S)
を制限写像とすれば {π(α) | α ∈ ∆−∆0}は X(S)⊗Z Qの基底になる. 各 γ ∈ Γ, α ∈ ∆−∆0に対して

σ(γ)π(α) = π(σ(γ)α) = π(τ(γ)γα) = π(τ(γ)α)

である. ここで α 7→ γαは Gs から従う Γ-作用とする. §3.2補題から π(τ(γ)α) = π(α)となるから.
π(α)は σ(Γ)-不変になる. よって σ(Γ)の X(S) ⊗Z Qへの作用はトリビアルになるから, Sは F-分裂
である. また Sは (Gs

τ)z′ の F-分裂トーラスでもある. これらのことから

S(F) := S ∩ (Gs
τ)z′(F) = S ∩ Gs

τ(F)

が従う. とくに S(F)の要素は σ(Γ)-作用, σ′(Γ)-作用で不変になるから

gγtg−1
γ = t , (t ∈ S(F), γ ∈ Γ)

となる. S(F) ⊂ Sは稠密で集合 {t ∈ S | ZGs
τ
(t) = ZGs

τ
(S)}は Sの中で稠密開集合であるから,レギュ

ラーな t ∈ S(F)で ZGs
τ
(t) = ZGs

τ
(S)である. これは gγ ∈ ZGs

τ
(S)(F)を示す.

(3) f : G = (Gs
τ)z′ → Gs

τ を恒等写像とする. このとき f ◦ (γ f−1) = inn(gγ)である. f の ZG(S)
への制限は F-同型 f : ZG(S)→ ZGs

τ
(S)を与え,そのコホモロジー類は [z′]となる. □
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4 同型定理

このセクションでは連結リダクティブ F-代数群に関する同型定理を示す. §1では分裂群の場合に
同型定理を述べたが,それを一般の場合に拡張するわけである. もちろんその際の情報は基底ルー
トデータだけでは不足なので,新たに許容系とよばれるものを定義する. 結果を一言で述べれば,連
結リダクティブ F-代数群はその Γ-データと非等方核および根基からなる 3つ組で完全に分類でき
る,ということである.

4.1 許容系

Γ-データ iΨ = (X,∆,X∨,∆∨,∆0, τ)と連結リダクティブ F-代数群 K, F-トーラス Cからなる三つ
組 (iΨ,K,C)を考える.

定義; (iΨ,K,C)が次の (a),(b),(c)をみたすとき,許容系 (admissible system)であるという.

(a) Kの Γ-データは

iΨ(K) = (X1,∆0,X∨1 ,∆
∨
0 ,∆0, τ)

の形をもつ. とくに Kは非等方的である.

(b) Xは X1 ⊕ X(C)の Γ-不変指数有限部分群で,直和成分への射影は次の同型を引き起こす.

X + X(C)/X(C) � X1, X + X1/X1 � X(C)

(c) X ∩ X(C) = {x ∈ X | < x, α∨ >= 0 (α∨ ∈ ∆∨)}である.

定義ふたつの許容系 (iΨ,K,C)と (iΨ
′,K′,C′)は,同型写像 f : iΨ→ iΨ

′とF-同型写像 fK : K→ K′,
fC : C→ C′ で次の可換図式みたすものが存在するとき,同型であるという.

X −−−−−→ X1 ⊕ X(C)

f
y y f ♯K⊕ f ♯C

X′ −−−−−→ X′1 ⊕ X(C′)

ここで f ♯K : X1 → X′1 は fK から導かれる同型写像で f ♯C = ( f−1
C )∗ とする.

許容系 (iΨ,K,C)で,とくに Cが単位元だけの場合を半単純であるという. この場合 Cを省略し
て (iΨ,K)と表す. 半単純許容系では X = X1 で ∆は X ⊗Z Qの基底になる.

4.2 連結リダクティブ群の許容系

以下 §3.2と同じ記号を使う. (G,G)を Gの交換子群, R(G)を Gの根基 (即ち Gの中心の単位連
結成分)とする. (G,G)における Sの中心化群を Z(G,G)(S)で表す. このとき (iΨ(G),Z(G,G)(S),R(G))
は許容系になる. もし G′ がもう一つの連結リダクティブ F-代数群で, φ : G → G′ が F-同型なら
ば, これは許容系の同型 φ∗ : (iΨ(G′),Z(G′,G′)(S′),R(G′)) � (iΨ(G),Z(G,G)(S),R(G)) を引き起こす.
Gが半単純ならば (G,G) = G, R(G) = {e}で,対応する許容系も半単純になる.
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4.3 同型定理

定理� �
G, G′ は連結リダクティブ F-代数群とする. いま対応する許容系の間に同型写像

f : (iΨ(G′),Z(G′,G′)(S′),R(G′)) −→ (iΨ(G),Z(G,G)(S),R(G))

があれば, F-同型φ : G → G′ でφ∗ = f となるものが存在する.� �
証明 H = (G,G), K = ZH(S), TH = T∩H, C = R(G)とおく. G′についても同様にH′,K′,T′H′ ,C

′を
定める. 与えられた同型を

f : iΨ(G′)→ iΨ(G), fK′ : K′ → K, fC′ : C′ → C

とおく. 基底 ∆に対応する Gの F-ボレル部分群を Bとする. 同様に ∆′ に対応する G′ の F-ボレル
部分群を B′ とする. このとき f から導かれる基底ルートデータの間の同型

f : Ψ(G′)b = Ψb(G′,B′,T′; F)→ Ψ(G)b = Ψb(G,B,T; F)

から,分裂群の同型定理により F-同型ψ : G→ G′でψ(B) = B′, ψ(T) = T′ , ψ∗ = f となるものが取
れる. ψ∗ = f は ∆′0 を ∆0 にうつすことから ψ(S) = S′ が従う. これから ψは F-同型 ψ|K : K→ K′

を導く. また Gの根基は G′ の根基にうつるから ψの Cへの制限は F-同型 ψ|C : C→ C′ を導く.
さて F-同型 fK′ ◦ψ|K : K→ Kは T∩Kを T∩Kにうつすが,さらに ( fK′ ◦ψ|K)∗は ∆0を不変にする
ので B∩Kを B∩Kにうつす. 従って分裂群の同型定理からある t ∈ T ∩Kにより fK′ ◦ψ|K ◦ inn(t)
は K の恒等写像になる. そこで ψ ◦ inn(t) を改めて ψ と取り直せば, ψ|K = f−1

K′ となり ψ|K は F-

同型となる. さらにこのとき §4.1 定義 (2)の可換図式から (ψ|C)∗ = f ♯C′ となるので ψ|C = f−1
C′ が

従う. (ψ|K)∗ : X(T′ ∩ K′) → X(T ∩ K) と (ψ|C)∗ : X(C′) → X(C) が Γ の作用と可換なことから
ψ∗ : X(T′)→ X(T)も Γの作用と可換になり, ψの Tへの制限は F-同型 ψ|T : T→ T′ になる.

Gの中心を Zとして G = G/Z, T = T/Zとする. また

T∆0 =
∩
α∈∆0

Ker(α : T→ Gm)

とおく. いま各 γ ∈ Γに対して z(γ) = ψ−1 ◦ γψ : G→ Gとおけば, z : Γ→ Aut(G)は 1-コサイク
ル Z1(F,Aut(G))を定める.自然な単射

T∆0 → G = Inn(G)→ Aut(G)

から導かれるコホモロジー集合の写像を

H1(F,T∆0) i−→ H1(F,Aut(G))

とおく. 以下では zから定まるコホモロジー類を [z]で表すとき

[z] ∈ Im(H1(F,T∆0) i−→ H1(F,Aut(G))) (4.3.1)
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となることを示す. ルート系 R と R′ の F 上の実現をそれぞれ (uα)α∈R, (vα′)α′∈R′ と固定する.
Uα = Im uα, Vα′ = Im vα′ とおけば

ψ(Uψ∗(α′)) = Vα′

である. また ψ∗ が Γの作用と可換なことから

ψ(γUψ∗(α′)) = ψ(Uγψ∗(α′)) = Vγα′ = γVα′ , (γ ∈ Γ)
となる. z(γ)は T を不変にし,また上に述べたことから Uα も不変にする. 従って分裂群の同型定
理から tγ ∈ Tで z(γ) = inn(tγ)となるものが取れる. tγ ∈ Tとみなしてよい. さらに ψ|K は F-同型
であったから, z(γ)|K : K→ Kは恒等写像である. とくに α ∈ ∆0 ならば Uα ⊂ Kより

uα(x) = z(γ)(uα(x)) = uα(α(tγ)x) , (x ∈ Ga(F, γ ∈ Γ)
となる. 従って α(tγ) = 1である. これは tγ ∈ T∆0 を意味するから, (4.3.1)が成り立つ.

次に H1(F,T∆0) = 0であることを示す. まず

X(T∆0) = X(T)/
∑
α∈∆0

Zα �
∑

α∈∆−∆0

Zα

であるから, §3.2補題より X(T∆0)上 Γの通常の作用と τ(Γ)の作用は一致する. ∆ − ∆0 の τ(Γ)-軌
道分解から,各相対ルート a ∈ F∆に対して

Xa =
∑

α∈π−1(a)∩∆
Zα

とおけば, X(T∆0)は直和分解
X(T∆0) =

⊕
a∈F∆

Xa

をもつ. この分解に対応して T∆0 は F-トーラス Ta の直積に F-同型になる. 即ち

T∆0 �
∏
a∈F∆

Ta , X(Ta) = Xa

そこで H1(F,Ta) = 0がいえればよい. α ∈ π−1(a) ∩ ∆を固定して
Γα = {γ ∈ Γ | τ(γ)α = α}

とおく. Fの Γα による不変体を Eα で表す. 明らかに

X(Gm/Eα) � Zα

で, Γ-同型
X(Ta) =

⊕
γ∈Γ/Γα

τ(γ)(Zα) � IndΓΓαX(Gm/Eα)

があるから, Ta = REα/F(Gm/Eα)となる. ここで REα/F は係数制限関手である. 従って

H1(F,Xa) � H1(Eα,Gm) = 0

となる.

このことから,コサイクル γ→ tγ はトリビアル類を表すから,ある t ∈ T∆0 により

tγ = t−1(γt) , (γ ∈ Γ)
とかける. そこで φ = ψ ◦ inn(t−1)とおけば,これは求める F-同型 φ : G→ G′ を与える. □
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5 許容系の実現可能性

連結リダクティブ F-代数群を許容系から分類するには,与えられた許容系が実際に代数群から来
る許容系になるかどうかを判定しなければならない. ここで示されるように,その判定は単連結既
約許容系の場合の判定に帰着される.

5.1 許容系の実現

許容系 (iΨ,K,C)に対して,連結リダクティブ F-代数群 Gで, (iΨ,K,C) � (iΨ(G),Z(G,G)(S),R(G))
となるものが存在するとき, (iΨ,K,C)は実現可能であるという. また Gを (iΨ,K,C)の実現という.
同型定理より実現は F-同型を除いて一意に定まる. もし (iΨ,K,C)が半単純で実現可能ならば,そ
の実現 Gは半単純になる.

5.2 半単純の場合への帰着

許容系 (iΨ,K,C)に対して,定義の三番目の条件 (c)から, ∆は X + X(C)/X(C) � X1 に埋め込ま
れることがわかる. その像を同じ記号 ∆で表す. これから Xを X1 で置き換えた Γ-データ

iΨs := (X1,∆,X∨1 ,∆
∨,∆0, τ)

が考えられる. このとき (iΨs,K)は半単純許容系になる. これを (iΨ,K,C)の半単純部分と呼ぶこ
とにする.

定理� �
許容系 (iΨ,K,C)について,その半単純部分 (iΨs,K)が実現可能ならば, (iΨ,K,C)も実現可能
である.� �

証明 (iΨs,K)の実現を G1 として, G1 × Cを考える. G1 の極大 F-分裂トーラスを S1, それを含む
極大 F-トーラスを T1 とする. X(T1)を X1 と同一視する. 許容系の条件 (b)から, X は X1 ⊕ X(C)
の Γ-不変指数有限部分群であるから, 有理指標群として X をもつトーラス T と F-アイソジェニ
φ : T1 ×C→ Tで, φ∗ : X = X(T)→ X1 ⊕X(C)が与えられた埋め込み X ⊂ X1 ⊕X(C)と一致する
ものが存在する. Kerφは有限部分群で F上定義される. またKerφの有理指標群はX1⊕X(C)/Xと
なる. いま Xは (G1,T1)のルート系を含むから,任意のルートは Kerφ上トリビアルになる. これは
Kerφが G1 × Cの中心に含まれることを示す. そこで G = G1 × C/Kerφとすれば, Gは (iΨ,K,C)
の実現を与える. □

5.3 単連結の場合への帰着

半単純許容系 (iΨ,K)の単連結カバー (iΨ̃, K̃)を定義する. Γ-データ iΨの中の基底ルートデータ
をΨb = (X,∆,X∨,∆∨)とする. X̃をウェイト格子, X

∨
をコルート格子とする. これから単連結な基

底ルートデータ
Ψ̃b := (X̃,∆,X

∨
,∆∨)
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ができる. ガロワ群の作用 τは自然に X̃に延長されるので,これから Γ-データ iΨ̃ができる. 次に
K̃ を定める. §3.3 と同じ記号で, まず基底ルートデータ Ψb に対して連結分裂半単純 F-代数群 Gs

で Ψb = Ψb(Gs,Bs,Ts; F)となるものをとる. そして Ts の部分トーラス Ts
∆0
の Gs での中心化群を

Ks = ZGs(Ts
∆0

)とおく. §3.3でみたように Gs, Ksの τによるツイスト Gs
τ, Ks

τはそれぞれ半分裂代数

群になる. さて Ψ̃b に対して同様に連結分裂半単純 F-代数群 G̃s で Ψ̃b = Ψb(G̃s, B̃s, T̃s; F)となるも
のをとり, T̃s

∆0
の G̃s での中心化群を K̃s := ZG̃s(T̃s

∆0
)とおく. これらの τによるツイストを G̃s

τ, K̃s
τ

とおく. 定義から G̃s
τ は Gs

τ の F上定義された単連結被覆である.

補題� �
(1) (iΨ,K)が実現可能ならば Kは Ks

τ の非等方的内部 F-型である.
(2) Kが Ks

τ の非等方的内部 F-型であると仮定する. そのコホモロジー類を

[z] = ηKs
τ
(K) ∈ Im(H1(F, Inn(Ks

τ)) → H1(F,Aut(Ks
τ)))

とおく. Inn(Ks
τ) = Inn(K̃s

τ)であるから [z]による K̃s
τ のツイスト K̃ := (K̃s

τ)z ができる. この
とき (iΨ̃, K̃)は許容系になる.� �

補題の証明は §3.3から容易に従う. 以下半単純許容系 (iΨ,K)の K が (2)の仮定をみたすとき,ビ
ツイストということにする.

定理� �
Kはレビツイストとする. このとき (iΨ̃, K̃)が実現可能ならば (iΨ,K)も実現可能である.� �

証明は §5.2定理と同様である.

5.4 F-単純の場合への帰着

(iΨ,K)は単連結許容系とし,単連結分裂半単純 F-代数群 GsでΨb = Ψb(Gs,Bs,Ts; F)となるもの
をとる. K は Ks

τ := ZGs(Ts
∆0

)τ の内部 F-型であると仮定する. ∆を互いに直交する既約な単純ルー
ト系の直和に分解する. それを

∆ =
⊔

j

∆̂ j

とする. τ(Γ)は ∆を不変にするから, {∆̂ j}の置換を引き起こす. そこで {∆̂ j}の τ(Γ)-軌道の代表系
を ∆̂1, · · · , ∆̂ℓ とする. 各 ∆̂ j に対して,その固定化群を

Γ j := {γ ∈ Γ | τ(γ)∆̂ j = ∆̂ j}

とおき, Fの Γ j による不変体を E j とする. これから

∆ j :=
⊔
γ∈Γ/Γ j

τ(γ)∆̂ j

とおけば,これは τ(Γ)-不変で, ∆は

∆ =

ℓ⊔
j=1

∆ j
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と分割される. 対応する X,X∨,∆∨,∆0 の分割を X j,X∨j ,∆
∨
j , (∆ j)0 で表し,また Γの X j への作用を

τ j で表して

iΨ j := (X j,∆ j,X∨j ,∆
∨
j , (∆ j)0, τ j)

とおく. これは再び Γ-データになる. その基底ルートデータ (Ψ j)b は単連結であるから,単連結分
裂半単純 F-代数群 Gs

j で (Ψ j)b = Ψb(Gs
j,B

s
j,T

s
j ; F)となるものが取れる. 単連結代数群の一意性から

Gs = Gs
1 × · · · × Gs

ℓ

となる. また (Ks
j)τ j := ZGs

j
((Ts

j)(∆ j)0)τ j とすれば

Ks
τ = (Ks

1)τ1 × · · · × (Ks
ℓ)τℓ

である. この分解に従って Kも
K = K1 × · · · × Kℓ

と分解する. 各 (iΨ j,K j)が単連結許容系になることは容易に分かる. また次の定理も明らかである.

定理� �
上の状況で, (iΨ,K)が実現可能であることと,すべての (iΨj, (Gj)0)が実現可能であることは
同値である.� �

5.5 F-単純の場合への帰着

設定は §5.4と同じとする. (iΨ1,K1)を考える. ∆1 は

∆1 =
⊔
γ∈Γ/Γ1

τ(γ)∆̂1

と分解されるから,対応して X1 は
X1 =

⊕
γ∈Γ/Γ1

τ(γ1)X̂1

と分解される. ここで X̂1は基本ウェイトωα, α ∈ ∆̂1で生成されるZ-加群である. X̂1は τ(Γ1)-不変で
ある. ∆̂1に対応するコルートを ∆̂∨1 として,そのコルート格子を X̂∨1 とする. (Ψ̂1)b = (X̂1, ∆̂1, X̂∨1 , ∆̂

∨
1 )

は単連結既約基底ルートデータになる. (∆̂1)0 = ∆̂1 ∩ (∆1)0 とおく. また Γ1 の X̂1 への作用を τ̂1 で
表す. iΨ̂1 = ((Ψ̂1)b, (∆̂1)0, τ̂1)は Γ-データになる. (Ψ̂1)b に対して,単連結分裂半単純 E1-代数群 Ĝs

1

で, (Ψ̂1)b = Ψb(Ĝs
1, B̂

s
1, T̂

s
1; E1)となるものをとる. ∆̂1 は既約だから Ĝs

1 は F-単純である.

(Ĝs
1)|Γ/Γ1| := Ĝs

1 × · · · × Ĝs
1︸          ︷︷          ︸

|Γ/Γ1|

とおけば, ∆1 の分解から E1 上の同型

Gs
1 � (Ĝs

1)|Γ/Γ1|
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がある. この同型で Bs
1, Ts

1はそれぞれ (B̂s
1)|Γ/Γ1|, (T̂s

1)|Γ/Γ1|に対応するとしてよい. このとき (Ts
1)(∆1)0

は ((T̂s
1)(∆̂1)0

)|Γ/Γ1| に対応するから,

ZGs
1
((Ts

1)(∆1)0) � ZĜs
1
((T̂s

1)(∆̂1)0
)|Γ/Γ1|

となる. さらに τ1 = IndΓΓ1
τ̂1 であることに注意すれば, F-同型

(Gs
1)τ1 � RE1/F(Ĝs

1)̂τ1
, (Ks

1)τ1 � RE1/F(K̂s
1)̂τ1

が従う. ここで RE1/F は E1 から F への係数制限関手で, (K̂s
1)̂τ1
= ZĜs

1
((T̂s

1)(∆̂1)0
)̂τ1
である. K1 は

(Ks
1)τ1 の内部 F-型であるから,ある [z1] ∈ H1(F, Inn((Ks

1)τ1))による (Ks
1)τ1 のツイストで表せる. 上

の同型から
H1(F, Inn((Ks

1)τ1)) � H1(E1, Inn((K̂s
1)̂τ1

))

が従うから, [z1]による (K̂s
1)̂τ1
のツイスト K̂1 ができる. K̂1 は非等方的な E1-代数群で, (iΨ̂1, K̂1)は

許容系になる.

定理� �
(iΨ1,K1)が実現可能なことと (iΨ̂1, K̂1)が実現可能なことは同値である.� �
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6 単連結群の基底許容系

前のセクションの結果から,以下単連結の場合に限って分類の話を進めよう. 単連結の場合には,
Γ-データはそこに含まれる Γ-図形で完全に定まるので,一般の場合に比べて扱いが少し容易になる.
そこで許容系に代えて,より単純な基底許容系を導入し,それによる分類を説明する. 許容系の場合
と同様に,この場合も基底許容系が実現可能かどうかの判定が問題となる. 分類の鍵となる実現可
能性の必要十分条件が §6.4で与えられる. その後は話題を Γ-図形の実現可能性に絞る. Γ-図形その
ものは絶対ガロワ群の準同型を含んでいるので,基礎体 Fに強く依存している. そこで基礎体の依
存性を形式的に取り除いたより簡単な佐武-Tits図形を導入し,実現可能な佐武-Tits図形の分類を
行う. 古典型の場合にはこの分類はWeilの定理に基づく. 例外型の場合には実現可能 Γ-図形の必
要条件を幾つか組み合わせたものから分類が記述される.

6.1 単連結代数群

基底ルートデータΨb = (X,∆,X∨,∆∨)が単連結ならばΨb は単純ルート系 ∆だけから完全に復
元できる. Ψb をルートデータにもつ単連結分裂半単純 F-代数群は F-同型を除いて一意に定まる
から,それを Gs(∆)で表す. また ∆に対応する Gs(∆)の極大 F-分裂トーラスと F-ボレル部分群を
Ts(∆), Bs(∆)で表す. このときΨb を絶対ルート系にもつ F-代数群は Gs(∆)のツイストになる.

補題� �
Gを単連結半単純代数群として, P を Gのパラボリック部分群とする. P のレビ部分群を M
とするとき,その交換子群 (M,M)も単連結になる.� �

証明 T を Gの極大トーラス, Bを T を含むボレル部分群とする. (G,B,T)に対応する基底ルート
系を ∆とする. 部分集合 θ ⊂ ∆に対して, Tの部分トーラス

Tθ =

∩
α∈θ

Kerα


0

をとる. MはTθのGにおける中心化群ZG(Tθ)と仮定してよい. その交換子群をL = (ZG(Tθ),ZG(Tθ))
とする. このとき TθはZG(Tθ)の根基で, ZG(Tθ) = Tθ ·Lとなる. Lの極大トーラス TLで T = Tθ ·TL

となるものをとる. α ∈ θに対応するコルート α∨ について Imα∨ ⊂ TL は容易にわかる. 従って∑
α∈θ

Zα∨ ⊂ X∨(TL)

である. いま Imα∨, (α ∈ θ)で生成される TLの部分トーラスを T′Lとすると, dim T′L = dim TL = |θ|
から T′L = TL でなければならない. このことから

X∨(TL) =
∑
α∈θ

Zα∨

が従う. ゆえに Lは単連結である. □
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6.2 基底許容系

(iΨ,K)を半単純許容系とし,

iΨ = (Ψb,∆0, τ), Ψb = (X,∆,X∨,∆∨)

とする. Ψbが単連結ならば, iΨはその Γ-図形 {∆,∆0, τ}だけで決まる. さらに Kがレビツイストな
らば K の交換子群 (K,K)は上の補題から単連結 F-代数群で,その絶対単純ルート系は ∆0 になる.
これから逆に (K,K)は ∆0 を単純ルート系にもつ単連結分裂半単純 F-代数群 Gs(∆0)のツイストで
なければならない.

定義 I = {∆,∆0, τ}を Γ-データの Γ-図形とし, Gs(∆0)の τによるツイストを Gs(∆0)τ とする. F-代
数群 Lが Gs(∆0)τ の非等方内部 F-型であるとき, Iと Lのペア (I, L)を基底許容系という.

定義 ふたつの基底許容系 (I,L)と (I′, L′)に対して,全単射 f : ∆→ ∆′ と F-同型 fL : L→ L′ で

f ◦ τ(γ) = τ′(γ) ◦ f (γ ∈ Γ), f (∆0) = ∆′0 , f |∆0 = f ♯L

をみたすものが存在するとき (I,L)と (I′, L′)は合同であるという.

Gを単連結半単純 F-代数群として,その許容系を (iΨ(G),ZG(S))とする. iΨ(G)の Γ-図形を I(G)
で表す. また ZG(S)の交換子群を DG(S) = (ZG(S),ZG(S))で表す. このとき (I(G),DG(S))は基底許
容系になる. これを Gに対応する基底許容系という. G′をもう一つの F-代数群として,その基底許
容系を (I(G′),DG′(S′))とする. もし F-同型 φ : G→ G′があれば, φ(S)を S′にうつす G′の内部自
己同型と合成することにより,合同 φ♯ : (I(G),DG(S))→ (I(G′),DG′(S′))を得る.

6.3 単連結群の同型定理

定理� �
G,G′ を単連結半単純 F-代数群とする. それらの基底許容系の間に合同

f : (I(G),DG(S)) → (I(G′),DG′(S′))

があれば, F-同型φ : G → G′ でφ♯ = f となるものがある.� �
証明 fDG(S) : DG(S)→ DG′(S′)は与えられた同型とする. I(G) = {∆,∆0, τ}として,この Γ-図形を与
えるGの極大 F-トーラスを Tとする. また Γ-図形 I(G′)を与えるG′の極大 F-トーラスを T′とする.
単連結性から合同 f : I(G)→ I(G′)は Γ-データの同型 iΨ(G)→ iΨ(G′)に延長される. これも f で
表す. そこで F-同型 ψ : ZG(S)→ ZG′(S′)で ψ♯ = f かつ ψ|DG(S) = fDG(S) となるものが存在するこ
とをいえば, §4.3同型定理より求める F-同型 φ : G→ G′の存在がいえる. Gs = Gs(∆), Ts = Ts(∆)
とすれば,仮定より G,G′ は共に Gs

τ の内部 F-型で,さらに §3.3補題から ZG(S)と ZG′(S′)は共に
ZGs(Ts

∆0
)τ の内部 F-型になる. 従って F-同型 ψ : G→ G′ で, ψ♯ = f かつ

ψ−1 ◦ (γψ) = inn(tγ) , (γ ∈ Γ, tγ ∈ ZGs(Ts
∆0

)τ)
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となるものが存在する. このとき ψ(ZG(S)) = ψ(Z′G(S′)) であるが, S は ZG(S) の中心トーラスだ
から

γψ(t) = ψ(t) , (t ∈ S, γ ∈ Γ)
が成り立つ. ゆえに ψ の S への制限 ψ|S は F上定義されている. そこで DG(S) 上の F-自己同型
f−1
DG(S) ◦ψ|DG(S) : DG(S)→ DG′(S′)を考える. ( f−1

DG(S) ◦ψ|DG(S))♯(∆0) = ∆0から,分裂群の同型定理に
より ψ|DG(S) ◦ inn(g) = fDG(S)となる g ∈ DG(S)∩ Tが取れる. そこで ψ ◦ inn(g)を改めて ψと取り
直せば, ψ♯ = f のままで, ψ|S, ψ|DG(S) = fDG(S) はどちらも F上定義されている. ZG(S) = S · DG(S)
であるから, ψ : ZG(S)→ ZG′(S′)は求める F-同型を与える. □

6.4 基底許容系の実現可能性

基底許容系 (I, L)について, (I,L) � (I(G),DG(S))となる単連結半単純 F-代数群 Gが存在すると
き (I, L) は実現可能であるという. またこのとき I を実現可能 Γ-図形という. 以下では (I,L) が実
現可能であるための必要または十分条件を調べる. I = {∆,∆0, τ} として Gs = Gs(∆), Bs = Bs(∆),
Ts = Ts(∆)とおく.

S0 := Ts
∆0
=

∩
α∈∆0

Kerα


0

とすれば, ∆0 は (ZGs(S0),Bs ∩ ZGs(S0),Ts)から従う単純ルート系である. G0 := Gs
τ, M0 := ZGs(S0)τ

を τによるツイストでえられる半分裂群とする. §6.1補題よりM0 の交換子群 L0 := (M0,M0)は
単連結である. もし (I,L)が実現可能ならばその実現は G0 の内部 F-型で, Lは L0 の非等方内部 F-
型でなければならない (§3.3補題, §5.3). いま

π0 : G0 → Inn(G0) = G0/Z(G0)

を自然な準同型とする. このとき準同型

φ : π0(M0)→ Inn(M0) = Inn(L0) : inn(g) 7→ inn(g)|M0

ψ : π0(L0)→ Inn(M0) = Inn(L0) : inn(g) 7→ inn(g)|L0

は,コホモロジーの間の写像

φ∗ : H1(F, π0(M0))→ H1(F, Inn(L0)) , ψ∗ : H1(F, π0(L0))→ H1(F, Inn(L0))

を導く.

定理� �
Lが L0 の非等方内部 F-型で,そのコホモロジー類を

ηL0(L) ∈ Im(i0 : H1(F, Inn(L0)) → H1(F,Aut(L0)))

とする. このとき次の同値な関係が成り立つ

(I, L)は実現可能である ⇐⇒ ηL0(L) ∈ Im(i0 ◦ φ∗) ⇐⇒ ηL0(L) ∈ Im(i0 ◦ ψ∗)

� �
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証明 まず左側の同値性を示す. (I, L) が実現可能とし, (I, L) = (I(G),DG(S)) とする. このとき
§3.3 補題から, ある [z] ∈ H1(F, π0(M0)) により, G = (G0)τ, ZG(S) = (M0)z とかける. これから
ηL0(L) = i0(φ∗([z]))が従う. 逆に [z] ∈ H1(F, π0(M0))により ηL0(L) = i0(φ∗([z]))となったとすると,
(G0)z が求める実現を与える.

次に右側の同値性を示す. Bs は G0 の F-ボレル部分群で Ts は G0 の中でも極大 F-トーラスであ
ることに注意する. F-トーラス T0 :=M0/L0Z(G0) = Ts/(Ts ∩ L0)Z(G0)をとれば,完全列

1→ π0(L0)→ π0(M0)→ T0 → 1

がある. (L0,Bs ∩ L0,Ts ∩ L0)の単純ルート系は ∆0 で, Ts/Z(G0)は随伴群 G0/Z(G0)の極大 F-トー
ラスであることから

X(T0) =
∑

α∈∆−∆0

Zα∨

が従う. このことから §4.3定理の証明と同じ論法で H1(F,T0) = 1がわかる. ゆえにコホモロジー
の可換図式

H1(F, π0(L0)) −−−−−→ H1(F, π0(M0)) −−−−−→ 1

ψ∗
y yφ∗

H1(F, Inn(L0)) H1(F, Inn(L0))

から同値性が従う. □

次に Γ-図形の実現可能性の必要条件をいくつか述べる. そのために反転対合 (opposition invo-
lution)を定義する.

定義 ∆を単純ルート系として,それから生成されるルート系と正ルート系をそれぞれ R, R+ とす
る. Rのワイル群の要素 w0 で, w0R+ = −R+ となるものをただ一つだけとることができる. このと
き w0(∆) = −∆となる. そこでディンキン図形の自己同型 ι∆ ∈ Aut(D∆)を

ι∆(α) = −w0(α) (α ∈ ∆)

で定義する. これを ∆の反転対合という.

命題� �
Γ-図形 I = {∆,∆0, τ}が実現可能ならば Iは ∆の反転対合で不変である. 即ち

ι∆(∆0) = ∆0 かつ ι∆ ◦ τ(γ) = τ(γ) ◦ ι∆ (γ ∈ Γ)

が成り立つ.� �
証明 I = I(G) とする. S は G の極大 F-分裂トーラス, T は S を含む極大 F-トーラスとして, ∆ は
(G,T)に関するルート系の単純ルート系とみる. (G, S)に関する相対ルート系の単純ルート系を F∆

とおく. 以下 §3.2と同じ記号を使う. 絶対ワイル群Wの部分群WΓ を

WΓ := {w ∈W | w(X(T)0) = X(T)0}
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で定義する. このときW0 はWΓ の正規部分群になり,写像 w 7→ w|X(S) は同型WΓ/W0 � WF を導
く. いま w1 ∈ WF を w1(F∆) = −F∆なるものとする. このとき w1 ∈ WΓ で, w1|X(S) = w1 となるも
のが取れる. 取り方から −w−1

1 (R+ −R+0 ) = R+ −R+0 となる. さらに w2 ∈W0を w2R+0 = −w−1
1 R+0 と

なるものととる. w0 = w1w2とおく. w2は R+ −R+0 を不変にすることに注意すれば, w0(R+) = −R+

がわかる. 従って ι∆ = −w0と表せることが分かり,これから ι∆(∆0) = ∆0がでる. §3.2補題より,各
γ ∈ Γに対して, wγ ∈ W0 と取れた. これから τ(γ)−1w0τ(γ)|X(S) = w1 が従う. 同型 WΓ/W0 � WF

より, τ(γ)−1w0τ(γ) = w1w′γ となる w′γ ∈W0 が取れる. このとき

w′γ(∆0) = w−1
1 τ(γ)−1w0τ(γ)(∆0) = −w−1

1 (∆0)

で,ワイル群の作用の単純推移性から w′γ = w2 でなければならない. よって w0τ(γ) = τ(γ)w0 であ
る. □

定義 Γ-図形 I = {∆,∆0, τ}に対して, ∆の τ(Γ)-不変部分集合 ∆1 で, ∆0 ⊂ ∆1 となるものをとる. こ
のとき {∆1,∆0, τ}もまた Γ-図形になる. これを Iの部分 Γ-図形という.

命題� �
Γ-図形 I = {∆,∆0, τ}が実現可能ならば,その任意の部分 Γ-図形も実現可能である.� �

証明 Iを実現する単連結半単純 F-代数群を Gとし, Sをその極大 F-分裂トーラス, Tを Sを含む極
大 F-トーラスとする. ∆ ⊂ X(T)とみなしてよい. 部分 Γ-図形を I1 = {∆1,∆0, τ}とするとき

T∆1 =

∩
α∈∆1

Kerα


0

, M = ZG(T∆1)

とおく. Mは F-パラボリック部分群のレビ部分群になるから, §6.1補題よりその交換子群 L = (M,M)
は単連結になる. そして Lの Γ-図形がちょうど I1 になる. □

6.5 佐武–Tits図形

以下の数節において実現可能な既約 Γ-図形の分類を行う. 既約 Γ-図形が実現可能かどうかは,例
えば §6.4の最初の定理に見られるように,基礎体の特性に依存する. そこで分類の記述を単純化す
るために, Γ-図形を基礎体に依存する部分と見かけ上は基礎体に依存しない部分とに分離する.

まず佐武-Tits図形を定義する. ∆を既約単純ルート系とし,その反転対合を ι∆とする. 既約性か
らディンキン図形の自己同型群 Aut(D∆)は対称群 Sn (n ≤ 3)となる. Aを Aut(D∆)の部分群とし
て, Aと ι∆ の作用で不変な ∆の部分集合 ∆0 をとる. 三つ組 (∆,∆0,A)に対して,図形S(∆,∆0,A) を

S(∆,∆0,A) :=

D∆ 上で, ∆0 の要素を黒丸, ∆ − ∆0 の要素を白丸で示し
∆上 Aの作用は互いに移りあう丸を矢印で結んだもの.


により定義し,これを佐武-Tits図形 (Satake-Tits diagram)とよぶ. 以下Aut(D∆)の作用でうつり
あう佐武-Tits図形は同一視する. これにより (∆,∆0,A)の合同類

J = {(∆, σ(∆0), σAσ−1) | σ ∈ Aut(D∆)}
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と佐武-Tits図形は一対一に対応するので, Jに対応する佐武-Tits図形をSJ とも表す.また Aの位
数を

k := |A| ∈ {1, 2, 3, 6}

とすれば,容易に分かるように Jは三つ組 {∆,∆0, k}から決まる. (実際このデータから, {∆,∆0, k} =
{D4-型, ∅, 2}以外の場合は Aが決まってしまう.) このことから

SJ = {∆,∆0, k}

とも表す.

次に I = {∆,∆0, τ}が ι∆-不変な既約 Γ-図形ならば,

SI := {∆,∆0, |τ(Γ)|}

は佐武-Tits図形になる. これを Iの佐武-Tits図形と呼ぶ.

与えられた佐武-Tits図形S に対して, F上で実現可能な既約 Γ-図形 IでS = SI となるものが
存在するとき, S は F上実現可能という. 基礎体 Fを明示しない場合には,単に実現可能という.

注意 岩波数学辞典の図表 (公式 5)や Helgasonの教科書 (”Differential Geometry, Lie Groups,
and Symmetric Spaces”, Academic Press, 1978, Ch. X, Table VI)では,佐武図形の記述においてガ
ロワ群の作用が白丸にだけに記入されているが,黒丸にも記入するのが正しい書き方である ([Sa1,
p. 85]). 実数体上で考える場合には, Cartanの定理から単連結コンパクト群はそのディンキン図形
だけで同型を除き一意に定まるので,黒丸でのガロワ群の作用が記入されていなくても問題は生じ
ない. しかし一般の体ではそうではないので,ガロワ群の作用を黒丸でも考える必要がある. 例え
ば有理数体上ふたつの図形

S : •— • S ′ : •—•

で見てみると, S はQ上の斜体 D, [D : Q] = 9の特殊線型群 SL1(D)から従う佐武-Tits図形で,他
方S ′ は Q上の非等方的な特殊ユニタリ群 SU3 から従う佐武-Tits図形になる.

補題� �
∆は既約単純ルート系で, I = {∆,∆0, τ}と I′ = {∆,∆′

0
, τ′}は共に ι∆-不変な Γ-図形とする. こ

のとき次の同値な関係がある.

Iと I′ は合同である ⇐⇒ SI = SI′ かつ Gs(∆)τ と Gs(∆)τ′ は F-同型になる

� �
証明は ∆が D4-型でなければ自明である. また D4-型の場合は τ(Γ)の位数による場合分けで証明
できる.

この補題から,実現可能 Γ-図形の分類は半分裂群の分類と F上実現可能な佐武-Tits図形の分類
に帰着される. 単連結半分裂群の F-同型類は §2.5定理から

H1(F,Aut(D∆)) = Hom(Γ,Aut(D∆))の共役類

で分類される.
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6.6 古典型佐武-Tits図形の分類

S = {∆,∆0, k}は佐武-Tits図形で, ∆は古典型単純ルート系かつ k ≤ 2と仮定する. このとき ∆
の型と kの値から次の 6タイプが生じうる.

1An,
2An, Bn, Cn, Dn,

2Dn

Weilの定理から与えられた体上の古典型単純随伴群はすべて対合をもつ中心的単純環の自己同型
群として得られる. このことから実現可能な佐武-Tits図形をすべて記述できる. ここでは結果だけ
を述べる. 以下現れる佐武-Tits図形は

kX(d)
n,ℓ = {∆,∆0, k},


Xn は ∆のディンキン型
d2 は実現に現れる斜体の次数
ℓは ∆ − ∆0 の軌道の個数

という具合に,名前 kX(d)
n,ℓ で表される. 各分類の結果は

(名前 : kXd
n,ℓ)

(佐武-Tits図形)

(F∆(kXd
n,ℓ)のディンキン型)

と表示される. ここで F∆(kXd
n,ℓ)は ∆ − ∆0 の軌道から定まる相対ルート系とする.

1An-型
α1—α2— · · ·—αn−1—αn

実現可能な佐武-Tits図形は

1A(d)
n,ℓ = {∆,∆ − {αd, α2d, · · · , αℓd}, 1} (d(ℓ + 1) = n + 1)

•— · · ·—•︸      ︷︷      ︸
d−1

— ◦
αd

— •— · · ·—•︸      ︷︷      ︸
d−1

— ◦
α2d

— · · · · · ·— ◦
α(ℓ−1)d

— •— · · ·—•︸      ︷︷      ︸
d−1

— ◦
αℓd

— •— · · ·—•︸      ︷︷      ︸
d−1

F∆(1A(d)
n,ℓ) = Aℓ

(6.6.1) F上 1A(d)
n,ℓ が存在するための必要十分条件は Fを中心にもつ斜体 Dで [D : F] = d2 となる

ものが存在することである.

2An-型
α1—α2— · · ·—αn−1—αn

実現可能な佐武-Tits図形は

2A(d)
n,ℓ = {∆,∆ − {αd, · · · , αℓd, αn−ℓd · · ·αn−d}, 2} (d|(n + 1) , 2ℓd ≤ n + 1)

→︸︷︷︸ •— · · ·—•d−1— ◦
αd

— · · · · · ·— ◦
αℓd

— •— · · ·—•︸      ︷︷      ︸
n−2dℓ

— ◦
αn−ℓd

— · · · · · ·— ◦
αn−d

— •— · · ·—•︸      ︷︷      ︸
d−1
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ただし n − 2dℓ = 1ならば図の中心にある頂点は白丸になる.

F∆(2A(d)
n,ℓ) =

BCℓ (2ℓd < n + 1)

Cℓ (2ℓd = n + 1)

(6.6.2) F 上 2A(d)
n,ℓ が存在するための必要十分条件は, F の 2 次拡大 E を中心にもつ斜体 D で

[D : E] = d2 なるものとその上の第 2種の対合 ρが存在して,かつ D上 d−1(n + 1)-次元,ヴィット
指数 ℓの非退化 ρ-エルミート形式が存在することである.

Bn-型
α1—α2— · · ·—αn−2—αn−1 =⇒ αn

実現可能な佐武-Tits図形は

Bn,ℓ = {∆, {αℓ+1, · · · , αn}, 1}

◦— · · ·—◦︸      ︷︷      ︸
ℓ

— •— · · ·—• =⇒ •︸               ︷︷               ︸
n−ℓ

F∆(Bn,ℓ) = Bℓ

(6.6.3) F上 Bn,ℓ が存在するための必要十分条件は F上 2n+ 1次元,ヴィット指数 ℓの非退化 2次形
式が存在することである.

Cn-型
α1—α2— · · ·—αn−2—αn−1 ⇐= αn

実現可能な佐武-Tits図形は

C(d)
n,ℓ = {∆,∆ − {αd, α2d · · · , αℓd}, 1} (dは 2のべきで 2nの約数, ℓd ≤ n, d = 1ならば ℓ = n)

•— · · ·—•︸      ︷︷      ︸
d−1

— ◦
αd

— · · · · · ·— ◦
α(ℓ−1)d

— •— · · ·—•︸      ︷︷      ︸
d−1

— ◦
αℓd

— •— · · ·—• ⇐= •︸               ︷︷               ︸
n−ℓd

ただし ℓd = nならば右端は · · ·—• ⇐= ◦になる

F∆(C(d)
n,ℓ) =

BCℓ (ℓd < n)

Cℓ (ℓd = n)

(6.6.4) F上 C(d)
n,ℓ が存在するための必要十分条件は, F上次数 d2 の斜体 Dとその上の第 1種のシン

プレクティック対合 ρが存在して,かつ D上 2d−1n-次元,ヴィット指数 ℓの非退化 ρ-エルミート形
式が存在することである. ここで d = 1の場合は ρは自明で, ρ-エルミート形式はシンプレクティッ
ク形式と考える.

1Dn-型
α1—α2— · · ·— αn−2 — αn−1

|
αn
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実現可能な佐武-Tits図形は

1D(d)
n,ℓ = {∆,∆ − {αd, α2d, · · · , αℓd}, 1} (dは 2のべきで 2nの約数, ℓd ≤ n, ℓd + 1 , n)

d−1︷      ︸︸      ︷
•— · · ·—•—

αd◦ — · · · · · ·—
α(ℓ−1)d◦ —

d−1︷      ︸︸      ︷
•— · · ·—•—

αℓd◦ — •— · · · — •— •
|
•

ただし n − ℓd ≤ 2のときには右端は次のようになる

— ◦— ◦
|
◦

(n = ℓ, d = 1) ,
— ◦— •
|
◦

(n = 2ℓ, d = 2) ,

— •— •
|
◦

(n = ℓd, d ≥ 3) ,
— ◦— •
|
•

(n = ℓd + 2)

F∆(1D(d)
n,ℓ) =

Bℓ (2ℓd < n)

Dℓ (2ℓd = n)

(6.6.5) F上 1D(d)
n,ℓが存在するための必要十分条件は, Fを中心にもつ次数 d2の斜体Dとその第 1種

直交対合 ρが存在して,かつ D上 2d−1n-次元,ヴィット指数 ℓ,判別式 = 1の非退化 ρ-エルミート
形式が存在することである.

2Dn-型
α1—α2— · · ·— αn−2 — αn−1

|
αn

実現可能な佐武-Tits図形は

2D(d)
n,ℓ = {∆,∆ − {αd, α2d, · · · , αℓd}, 2} (dは 2のべきで 2nの約数, ℓd ≤ n − 1)

d−1︷      ︸︸      ︷
•— · · ·—•—

αd◦ — · · · · · ·—
α(ℓ−1)d◦ —

d−1︷      ︸︸      ︷
•— · · ·—•—

αℓd◦ — •— · · · — •— •
|
•

ただし ℓd = n − 1のときには, d = 1, 2となり右端は次のようになる

—◦ — ◦— ◦
|
◦

(d = 1) ,
—◦ — •— ◦

|
◦

(d = 2)

F∆(2D(d)
n,ℓ) =

Bℓ (2ℓd < n)

Dℓ (2ℓd = n)
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(6.6.6) F上 2D(d)
n,ℓが存在するための必要十分条件は, Fを中心にもつ次数 d2の斜体Dとその第 1種

直交対合 ρが存在して,かつ D上 2d−1n-次元,ヴィット指数 ℓ,判別式 , 1の非退化 ρ-エルミート
形式が存在することである.

6.7 例外型佐武-Tits図形の分類

最初に例外型の分類に使われる条件を整理しておく. I = {∆,∆0, τ} を既約 Γ-図形とする. 対応
する半分裂群を G0 = Gs(∆)τ, L0 = Gs(∆0)τ, π0(L0) = L0/L0 ∩ Z(G0)とおく. いまコホモロジー類
[z] ∈ H1(F, π0(L0))は,その H1(F, Inn(L0))への像が L0 の非等方内部 F-型に対応しているときに非
等方類とよばれる. 実現可能 Γ-図形の必要条件 (§6.5定理, §6.4定理, §6.4命題, §3.2補題 (6), §6.5
補題, §6.6の分類)から従う次の４つの条件を考えよう.

(a) Iは ∆の反転対合 ι∆ で不変である.

(b) H1(F, π0(L0))は非等方類を含む.

(c) ∆が既約ならば, τ(Γ)-軌道の集合 ∆(I) := τ(Γ)\(∆−∆0)は既約単純ルート系の構造を持つ. さ
らにこのとき ∆の最高ルート α̃と ∆(I)の最高ルート ãを

α̃ =
∑
β∈∆

cα̃,ββ , ã =
∑

b∈∆(I)

cã,bb

と書き表したとき,
cã,b =

∑
β∈b

cα̃,β

という関係がある.

(d) I1 が Iの真の部分 Γ-図形ならば, I1 は条件 (a), (b), (c)をみたす. さらに I1 が古典型ならば I1

は実現可能である.

とくに §6.4定理から (b)をみたす I は実現可能である. さて S = {∆,∆0, k}は佐武-Tits図形で, ∆
は例外型とする. ∆, kについて次の８タイプが生じうる.

G2, F4,
1E6,

2E6, E7, E8,
3D4,

6D4

それぞれの場合に実現可能佐武-Tits図形を決定する. 以下現れる佐武-Tits図形は Titsの記号に
従って

kXd
n,ℓ = {∆,∆0, k},


Xn は ∆のディンキン型
dは非等方核の次元 (§6.4の記号で d = dim M0)
ℓは ∆ − ∆0 の軌道の個数

という具合に,名前 kXd
n,ℓ で表される. 各分類の結果は次のように表示される.

(名前 : kXd
n,ℓ) (佐武-Tits図形) (F∆(kXd

n,ℓ)のディンキン型)

ここで F∆(kXd
n,ℓ)は ∆ − ∆0 の軌道から定まる単純ルート系とする. すべての場合において非等方

型 {∆,∆, k}と半分裂型 {∆, ∅, k}が実現可能佐武-Tits図形になりうる. ただし非等方型が F上実現
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されるためには H1(F, Inn(Gs(∆)τ))が非等方類をもたなければならない. また分類の証明は消去法
によるもので,実現可能ではない佐武-Tits図形を取り除いていく. 残ったものが本当に実現可能か
どうかは確かめていないので,ここに述べる証明だけでは ”実現可能な佐武-Tits-図形になりうる”,
ということしかわからない. 以下では Fの中の 1の n-乗根のなす巡回群を µn で, n文字の置換群
を Sn で表す. また各証明に現れる佐武-Tits図形S はS = {∆,∆0, k}で与えられるものとし,また
既約 Γ-図形 Iは I = {∆,∆0, τ}なるものとする. このとき G0 = Gs(∆)τ, L0 = Gs(∆0)τ とおく. Z(G0)
は G0 の中心とする. 基礎体 Fは特定しないジェネリックなものとする.

注意 ここでは佐武-Tits図形の実現可能性については議論しないが,実際は Tits[T2]の結果により
ここに表れるすべての佐武-Tits図形は適当な体上で実現可能である. また,代数体上実現可能な佐
武-Tits図形については §9.4で分類される.
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G2-型
α1 ⇚ α2

実現可能な佐武-Tits図形になりうるのは次の 2つである.

G14
2,0 = {∆,∆, 1} •⇚ • ∅

G0
2,2 = {∆, ∅, 1} ◦⇚ ◦ G2

証明 S = SI とする. Aut(D∆) = 1 より τ = 1 で ∆(I) = ∆ − ∆0 となる. もし |∆0| = 1 ならば,
L0 = SL2 と Z(G0) = 1から π0(L0) = SL2 となり, H1(F, L0) = 1は非等方類を含まない.ゆえにこの
場合いかなる Iも実現可能ではない. □

F4-型
α1—α2 =⇒ α3—α4

実現可能な佐武-Tits図形になりうるのは次の 3つである.

F52
4,0 = {∆,∆, 1} •—• =⇒ •—• ∅

F21
4,1 = {∆, {α1, α2, α3}, 1} •—• =⇒ •—◦ BC1

F0
4,4 = {∆, ∅, 1} ◦—◦ =⇒ ◦—◦ F4

さらに

(6.7.1) F上 F21
4,1 が存在するための必要十分条件は H1(F, Spin7)が非等方類をもつことである.

証明 S = SI とする. Aut(D∆) = 1 より τ = 1 で ∆(I) = ∆ − ∆0 となる. ∆ の最高ルートは
α̃ = 2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4 である. いま ∆0 , ∆, ∅とすれば ∆(I)は高々ランク 3の既約ルート系で
ある. ランク 3以下の既約ルート系の最高ルートの係数は高々3で,しかも 3が現れるのはG2-型に
限る. このことから α3 ∈ ∆0 で, α2 < ∆0 ならば |∆0| = 2がわかる. ゆえに実現可能な Iの可能性と
して

∆0 = {α1, α2, α3}, {α2, α3, α4}, {α1, α3}, {α2, α3}, {α3, α4}

の場合が残る. これらの場合に対応して L0 は

L0 = Spin7, Sp6, SL2 × SL2, Sp4, SL3

となる. Z(G0) = 1だから π0(L0) = L0 である. また H1(F, SLn) = H1(F, Spn) = 1より, L0 = Spin7
以外は H1(F, π0(L0)) = 1となり非等方類をもたない. 従ってこの場合以外はいかなる Iも実現可能
ではない. □
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1E6-型
α1 — α3 — α4 — α5 — α6

|
α2

実現可能な佐武-Tits図形になりうるのは次の 4つである.

1E78
6,0 = {∆,∆, 1}

• — • — • — • — •
|
•

∅

1E28
6,2 = {∆, {α2, α3, α4, α5}, 1}

◦ — • — • — • — ◦
|
•

A2

1E16
6,2 = {∆, {α1, α3, α5, α6}, 1}

• — • — ◦ — • — •
|
◦

G2

1E0
6,6 = {∆, ∅, 1}

◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦
|
◦

E6

さらに

(6.7.2) F上 1E28
6,2 が存在するための必要十分条件は H1(F, Spin8)が非等方類もつことである.

(6.7.3) F上 1E16
6,2 が存在するための必要十分条件は H1(F,PSL3)が非等方類をもつことである.

証明 S = SI とする. Aut(D∆) = {1, ι∆}で ∆の最高ルートは

α̃ = α1 + 2α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6

である. τ = 1より ∆(I) = ∆ − ∆0 となる. また Z(G0)は位数 3の巡回群 µ3 で

Z(G0) = {α∨1 (ζ)α∨3 (ζ−1)α∨5 (ζ)α∨6 (ζ−1) | ζ3 = 1}

である. 1 ≤ |∆0| ≤ 5の場合を調べる. 条件 (a)から ∆0 は反転対合 ι∆ で不変でなければならない.

• |∆0| = 1の場合:

L0 = SL2 より π0(L0) = L0 となり H1(F, π0(L0)) = 1は非等方類を含まない.

• |∆0| = 2の場合:

∆0 = {α1, α6}, {α3, α5}ならば L0 = SL2 × SL2となるので, H1(F, π0(L0)) = 1は非等方類を含ま
ない.

∆0 = {α2, α4}ならば∆(I)はランク4の既約単純ルート系で,その最高ルートの係数は (1, 2, 2, 1)
であるが,このようなランク 4の既約ルート系はない.
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• |∆0| = 3の場合:

∆0 = {α1, α4, α6} または {α1, α2, α6} である. この場合 L0 = SL2 × SL2 × SL2 となり,
H1(F, π0(L0)) = 1は非等方類を含まない.

• |∆0| = 4の場合:

∆0 = {α1, α2, α4, α6}ならば L0 = SL2×SL2×SL3となる. このときπ0(L0) = SL2×SL2×π0(SL3)
で H1(F, π0(L0)) = H1(F, π0(SL3))は L0 の SL2 に対応する部分の非等方類を含まない.

∆0 = {α2, α3, α4, α5}ならば π0(L0) = L0 = Spin8 なので, H1(F, Spin8)が非等方類を含めば I
は実現可能な Γ-図形になる.

∆0 = {α1, α3, α5, α6}ならば π0(L0) = (SL3 × SL3)/Z(G0)より, H1(F, (SL3 × SL3)/Z(G0))が非
等方類を含めば Iは実現可能な Γ-図形にる. Z(G0) = µ3 は SL3 × SL3 に対角に入ることに注
意する. 分解完全列

1 −→ SL3 −→ π0(L0) −→ PSL3 −→ 1

から H1(F, π0(L0)) = H1(F,PSL3)となる.

• |∆0| = 5の場合:

∆0 = {α1, α2, α3, α5, α6}ならば L0 = SL3 × SL2 × SL3 で, H1(F, π0(L0)) = H1(F, π0(SL3 × SL3)
となり, H1(F, π0(L0)) は SL2 に対応する部分で非等方類をもたないので, I は実現可能では
ない.

∆0 = {α1, α3, α4, α5, α6}の場合. L0 = SL6 で, π0(L0) = SL6/Z(G0)となる. 可換図式

H1(F, π0(L0)) −−−−−→ H2(F, µ3)y y
H1(F,PSL6) −−−−−→ H2(F, µ6)

を考える. 古典群の分類から PSL6の非等方型に対応するコホモロジー類は H2(F, µ6)の中で
位数 6でなければならない. しかし,もし H1(F, π0(L0))が非等方類をもてばその H2(F, µ6)で
の位数は高々3である. ゆえに H1(F, π0(L0))は非等方類を含まない.

□
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2E6-型
α1 — α3 — α4 — α5 — α6

|
α2

実現可能な佐武-Tits図形になりうるのは次の 6つである.

2E78
6,0 = {∆,∆, 2}

• — • — • — • — •
|
•

∅

2E35
6,1 = {∆, {α1, α3, α4, α5, α6}, 2}

• — • — • — • — •
|
◦

BC1

2E29
6,1 = {∆, {α2, α3, α4, α5}, 2}

◦ — • — • — • — ◦
|
•

BC1

2E16
6,2
′′
= {∆, {α1, α3, α5, α6}, 2}

• — • — ◦ — • — •
|
◦

G2

2E16
6,2
′
= {∆, {α3, α4, α5}, 2}

◦ — • — • — • — ◦
|
◦

BC2

2E2
6,4 = {∆, ∅, 2}

◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦
|
◦

E6

さらに

(6.7.4) F上 2E35
6,1 が存在するための必要十分条件は H1(F, (SL6)τ)が非等方類をもつことである.

(6.7.5) F上 2E29
6,1 が存在するための必要十分条件は H1(F, (Spin8)τ)が非等方類をもつことである.

(6.7.6) F上 2E16
6,2
′′
が存在するための必要十分条件は H1(F, (PSL3)τ)が非等方類をもつことである.

(6.7.7) F上 2E16
6,2
′
が存在するための必要十分条件は H1(F, (SL4)τ)が非等方類をもつことである.

証明 S = SI とする. τ(Γ) = Aut(D∆) = {1, ι∆}で ∆の最高ルートは

α̃ = α1 + 2α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6

である. ∆の τ(Γ)-軌道は

a1 = {α1, α6}, a2 = {α3, α5}, a3 = {α2}, a4 = {α4}

の 4つである. ∆(I) = τ(Γ)\(∆ − ∆0)とする.
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• |∆(I)| = 1の場合:

∆(I)はランク 1の単純ルート系だから,その最高ルートの係数は高々2である. ゆえに ∆(I) =
{a2}, {a4}の場合, (c)がみたされない. ∆(I) = {a1}, {a3}の場合,それぞれπ(L0) = L0 = Spin8, SL6

となり, H1(F, (L0)τ)が非等方類をもてば Iは実現可能になる.

• |∆(I)| = 2の場合:

∆(I)はランク 2の単純ルート系だから,その最高ルートの係数は高々3である. ゆえに a2 ∈ ∆(I)
ならば (c) がみたされない. また ∆(I) = {a1, a4} ならば, L0 = SL2 × (SL2 × SL2)τ から
H1(F, π0(L0)) = H1(F, π0((SL2 × SL2)τ))は SL2 に対応する非等方類を含まない.

∆(I) = {a1, a3}ならば π0(L0) = L0 = (SL4)τから H1(F, π0((SL4)τ))が非等方類をもてば実現可
能になる.

∆(I) = {a3, a4}ならば L0 = (SL3 × SL3)τで, H1(F, π0((SL3 × SL3)τ)/Z(G0)) = H1(F, (PSL3)τ)が
非等方類をもてば実現可能になる.

• |∆(I)| = 3の場合:

∆(I)はランク 3の単純ルート系になる. その最高ルートの係数は高々3だから, a2 ∈ ∆(I)なら
ば (c)がみたされない. よって ∆(I) = {a1, a3, a4}の場合を調べればよい. これの最高ルートの
係数は 2, 2, 3となるが,この係数の組み合わの最高ルートをもつランク 3の既約単純ルート
系は存在しないから,この場合も Iは実現可能になり得ない.

□
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E7-型
α1 — α3 — α4 — α5 — α6 — α7

|
α2

実現可能な佐武-Tits図形になりうるのは次の 8つである.

E133
7,0 = {∆,∆, 1}

• — • — • — • — • — •
|
•

∅

E78
7,1 = {∆,∆ − {α7}, 1}

• — • — • — • — • — ◦
|
•

A1

E66
7,1 = {∆,∆ − {α1}, 1}

◦ — • — • — • — • — •
|
•

BC1

E48
7,1 = {∆,∆ − {α6}, 1}

• — • — • — • — ◦ — •
|
•

BC1

E31
7,2 = {∆,∆ − {α1, α6}, 1}

◦ — • — • — • — ◦ — •
|
•

BC2

E28
7,3 = {∆, {α2, α3, α4, α5}, 1}

◦ — • — • — • — ◦ — ◦
|
•

C3

E9
7,4 = {∆, {α2, α5, α7}, 1}

◦ — ◦ — ◦ — • — ◦ — •
|
•

F4

E0
7,7 = {∆, ∅, 1}

◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦
|
◦

E7

(6.7.8) F上 E78
7,1 が存在するための必要十分条件は H1(F,Gs(E6))が非等方類をもつことである.

(6.7.9) F上 E66
7,1 が存在するための必要十分条件は H1(F, Spin12/µ2)が非等方類をもつことである.

(6.7.10) F上 E48
7,1 が存在するための必要十分条件は H1(F, (Spin10 × SL2)/µ2)が非等方類をもつこ

とである. ここで µ2 は Spin10 × SL2 に対角に埋め込めれる.

(6.7.11) F上 E31
7,2が存在するための必要十分条件は H1(F, (Spin8 × SL2)/µ2)が非等方類をもつこと

である. ここで µ2 は Spin8 × SL2 に対角に埋め込まれる.

(6.7.12) F上 E28
7,3 が存在するための必要十分条件は H1(F, Spin8)が非等方類をもつことである.
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(6.7.13) F上 E9
7,4 が存在するための必要十分条件は H1(F,PSL2)が非等方類をもつことである.

証明 S = SI とする. Aut(D∆) = 1より ∆(I) = ∆ − ∆0 である. G0 の中心は

Z(G0) = {α∨2 (ζ)α∨5 (ζ)α∨7 (ζ) | ζ = ±1} � µ2

で ∆の最高ルートは
α̃ = 2α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7

である.

• |∆0| ≤ 2の場合:

この場合 π0(L0) = L0 でかつ L0 は SLn のいくつかの積で表されるから, H1(F, π0(L0)) = 1と
なり (b)がみたされない.

• |∆0| = 3の場合:

∆0 , {α2, α5, α7}ならば上と同じ理由で H1(F, π0(L0)) = 1となり (b)がみたされない.

∆0 = {α2, α5, α7}ならば,
π0(L0) = (SL2 × SL2 × SL2)/µ2

となる. ただし µ2 は対角に埋め込まれる. 分解完全列

1 −→ SL2 × SL2 −→ π0(L0) −→ PSL2 −→ 1

より H1(F, π0(L0)) = H1(F,PSL2)となるので,これが非等方類をもてば Iは実現可能になる.

• |∆0| = 4の場合:

∆(I)はランク 3の単純ルート系になるからその最高ウェイトの係数は高々2である. よって
(c)をみたすのは

∆(I) ∩ {α3, α4, α5} = ∅

の場合に限る. 従って

∆(I) = {α1, α2, α6} {α1, α2, α7}, {α1, α6, α7}, {α2, α6, α7}

の場合が残る.

∆(I) , {α1, α6, α7}ならば π0(L0) = L0 となりかつ L0 は SL4 × SL2 または SL5 に同型になる
ので (b)がみたされない.

∆(I) = {α1, α6, α7}ならば π0(L0) = L0 = Spin8となる. ゆえにH1(F, Spin8)が非等方類をもて
ば Iは実現可能になる.

• |∆0| = 5の場合:

∆(I)はランク 2の単純ルート系になるからその最高ルートの係数は高々3であるから, (c)を
みたすには α4 < ∆(I)でなければならない. さらに α2 < ∆0 ならば π0(L0) = L0 で, L0 は SLn

の直積で表されるから (b)がみたされない. よって α2 < ∆(I)とする. さらに α3 ∈ ∆(I)また
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は α5 ∈ ∆(I)ならば ∆(I)はG2-型でなければならないことに注意すると, Iが実現可能となり
うる ∆(I)の可能性は

∆(I) = {α1, α3}, {α1, α5}, {α1, α6}, {α1, α7}, {α3, α6}, {α5, α6}, {α6, α7}

となる.

∆(I) = {α1, α3}, {α1, α5}, {α3, α6}, {α5, α6}ならば π0(L0) = L0でかつ L0は SLnの直積になるか
ら (b)がみたされない.

∆(I) = {α1, α7}ならば, Iの部分 Γ-図形

{∆ − {α1},∆0, 1}
• — • — • — • — ◦

|
•

は実現可能ではないから Iは実現可能ではない.

∆(I) = {α6, α7}ならば, Iの部分 Γ-図形

{∆ − {α7},∆0, 1}
• — • — • — • — ◦

|
•

は 1E6 の実現可能な佐武-Tits図形にならない. よって Iは実現可能ではない.

∆(I) = {α1, α6} ならば L0 = Spin8 × SL2 で Z(G0) ⊂ L0 は対角に入っている. ゆえに
H1(F, (Spin8 × SL2)/µ2)が非等方類をもてば Iは実現可能になる.

• |∆0| = 6の場合:

α2 < ∆0 ならば π0(L0) = L0 = SL7 で H1(F, π0(L0)) = 1 となり (b)がみたされないので,
α2 ∈ ∆0で考える. ∆(I)はランク 1の単純ルート系だからその最高ルートの係数は高々2にな
る. よって上のこととあわせて, (c)をみたすのは

∆(I) = {α1}, {α6}, {α7}

の場合である. おのおのの場合に応じて

π0(L0) = Spin12/µ2 , (Spin10 × SL2)/µ2 , Gs(E6)

となる. ただし Spin12/µ2 � SO12 である. 従って H1(F, π0(L0))が非等方類をもてば,それぞ
れの場合に Iは実現可能になる.

□
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E8-型
α1 — α3 — α4 — α5 — α6 — α7 — α8

|
α2

実現可能な佐武-Tits図形になりうるのは次の 7つである.

E248
8,0 = {∆,∆, 1}

• — • — • — • — • — • — •
|
•

∅

E133
8,1 = {∆,∆ − {α8}, 1}

• — • — • — • — • — • — ◦
|
•

BC1

E91
8,1 = {∆,∆ − {α1}, 1}

◦ — • — • — • — • — • — •
|
•

BC1

E78
8,2 = {∆,∆ − {α7, α8}, 1}

• — • — • — • — • — ◦ — ◦
|
•

G2

E66
8,2 = {∆,∆ − {α1, α8}, 1}

◦ — • — • — • — • — • — ◦
|
•

BC2

E28
8,4 = {∆, {α2, α3, α4, α5}, 1}

◦ — • — • — • — ◦ — ◦ — ◦
|
•

F4

E0
8,8 = {∆, ∅, 1}

◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦
|
◦

E8

(6.7.14) F上 E133
8,1 が存在するための必要十分条件は H1(F,Gs(E7))が非等方類をもつことである.

(6.7.15) F上 E91
8,1 が存在するための必要十分条件は H1(F, Spin14)が非等方類をもつことである.

(6.7.16) F上 E78
8,2 が存在するための必要十分条件は H1(F,Gs(E6))が非等方類をもつことである.

(6.7.17) F上 E66
8,2 が存在するための必要十分条件は H1(F, Spin12)が非等方類をもつことである.

(6.7.18) F上 E28
8,4 が存在するための必要十分条件は H1(F, Spin8)が非等方類をもつことである.

証明 S = SI とする. Aut(D∆) = 1より ∆(I) = ∆ − ∆0 である. また Z(G0) = 1より π0(L0) = L0

となる. ∆の最高ルートは

α̃ = 2α1 + 3α2 + 4α3 + 6α4 + 5α5 + 4α6 + 3α7 + 2α8

である.
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• |∆0| ≤ 3の場合:

この場合 π0(L0)は SLn の直積になるので H1(F, π0(L0)) = 1となり (b)がみたされない.

• |∆0| = 4の場合:

∆0 , {α2, α3, α4, α5}ならば π0(L0)は SLn の直積になるので (b)がみたされない.

∆0 = {α2, α3α4, α5}ならば π0(L0) = Spin8 で H1(F, Spin8)が非等方類をもてば I は実現可能
である.

• |∆0| = 5の場合:

ランク 3の単純ルート系の最高ルートの係数は高々2である. α̃の形から ∆(I)は (c)をみたさ
ない.

• |∆0| = 6の場合:

α2 ∈ ∆(I)ならば π0(L0) = L0 は SLn の直積になるので (b)がみたされない. ゆえに α2 < ∆(I)
とする. またランク 2の単純ルート系の最高ルートの係数は高々3で, 3が現れるのは G2-型
である. よって (c)をみたす ∆(I)は

∆(I) = {α1, α8}, {α1, α7}, {α7, α8}

である.

∆(I) = {α1, α7}ならば π0(L0) = Spin10 × SL2 となり, H1(F, π0(L0)) = H1(F, Spin10)は SL2 に
対応する非等方類を含まない. よって (b)がみたされない.

∆(I) = {α1, α8}, {α7, α8} ならば, π0(L0) はそれぞれ π0(L0) = Spin12,G
s(E6) となるから,

H1(F, π0(L0))が非等方類をもてば Iは実現可能になる.

• |∆(I)| = 7の場合:

上と同じ議論で (b),(c)をみたすのは ∆(I) = {α1}, {α8}の場合だけである. この場合 π0(L0)は
それぞれ Spin14,G

s(E7)になるから, H1(F, π0(L0))が非等方類をもてば Iは実現可能になる.

□
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3D4, 6D4-型
α1 — α2 — α3

|
α4

α1 — α2 — α3

|
α4

それぞれの場合に実現可能な佐武-Tits図形になりうるのは次の 3つである.

3D28
4,0,

6D28
4,0 = {∆,∆, 3または 6}

• — • — •
|
•

• — • — •
|
•

∅

3D9
4,1,

6D9
4,1 = {∆, {α1, α3, α4}, 3または 6}

• — ◦ — •
|
•

• — ◦ — •
|
•

BC1

3D2
4,2,

6D2
4,2 = {∆, ∅, 3または 6}

◦ — ◦ — ◦
|
◦

◦ — ◦ — ◦
|
◦

D4

(6.7.19) F上 3D9
4,1,

6D9
4,1 が存在するための必要十分条件は,それぞれの場合に H1(F, ((SL2 × SL2 ×

SL2)/(µ2 × µ2))τ)が非等方類を持つことである.ここで

µ2 × µ2 = {(z1, z2, z3) | zi ∈ Z(SL2) , z1z2z3 = 1}

とみなす.

証明 S = SI とする. Aut(D∆) = S3, τ(Γ) = A3 または S3 で, ∆の τ(Γ)-軌道は

a1 = {α1, α3, α4}, a2 = {α2}

の 2つである. G0 の中心は

Z(G0) = {α∨1 (ϵ1)α∨3 (ϵ3)α∨4 (ϵ4) | ϵi = ±1, ϵ1ϵ3ϵ4 = 1}

で与えられる. ∆(I) = {a1}ならば π0(L0) = L0 = SL2となり (b)がみたされない. 他方 ∆(I) = {a2}な
らば π0(L0) = ((SL2 × SL2 × SL2)/Z(G0))τ となり, H1(F, π0(L0))が非等方類を含めば I は実現可能
になる. □
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第 II部

代数体上の代数群の分類

第 I部の記号はそのまま使用する. 以下では基礎体 Fを代数体または局所体する.

単純ルート系 ∆と連続準同型 τ : Γ→ Aut(D∆)のペア (∆, τ)が与えられたとき,それを含む Γ-
図形 I = {∆,∆0, τ} は, I(G) = I となる単連結半単純 F-代数群が存在するとき実現可能であるとい
う. 集合 ΣF(∆, τ)を

ΣF(∆, τ) := {実現可能 Γ-図形 {∆,∆0, τ}の Aut(D∆)に関する合同類 }

で定める. またペア (∆, τ)から決まる単連結半分裂 F-代数群 G0 = Gs(∆)τ に対して

ΣF(G0) := {G0 の内部 F-型の F-同型類 } , Σi
F(G0) := {G0 の内部 F-ペアの内部 F-同型類 }

とおく. 明らかな全射
ι̂F : ΣF(G0)→ ΣF(∆, τ) : [G] 7→ [I(G)]

がある. ここで一般に記号 [·]は同型類,合同類をとることを意味する. §2.6とあわせて次の可換図
式をもつ.

Σi
F(G0)

ηF−−−−−→
�

H1(F,G0) δ−−−−−→ H2(F,Z(G0))

p1

y y y
ΣF(G0)

η̂F−−−−−→
�

AutF(G0,D∆)\H1(F,G0) δ̂−−−−−→ AutF(G0,D∆)\H2(F,Z(G0))

ι̂F

y
ΣF(∆, τ)

§2.6補題より p−1
1 ([G]) � AutF(G0,D∆)/AutF(G,D∆)が成り立つ. また γF = δ ◦ ηF, γ̂F = δ̂ ◦ η̂F で

あった. さらに ∆が既約で kが |Aut(D∆)|の約数であるとき,

ΣF(k∆) := {F上実現可能な佐武-Tits図形 {∆,∆0, k} }

とおく. §6.5補題から対応
ΣF(∆, τ)→ ΣF(|τ(Γ)|∆) : [I] 7→ SI

は全単射を与える. そこで混乱がなければ,しばしばこれらの集合は同一視される.

Fの任意の拡大体 Eに対して Br(E)は Eのブラウアー群とする. よく知られているように因子類
をとることにより Br(E)は H2(E,Gm)と同型になる. そこで以下これらは同一視される. Br(E)の
要素は [D]の形で表される. ここで Dは E上の中心的斜体である. 自然数 nに対して

Br(E)n := {[D] ∈ Br(E) | [D]n = [E]}

とおく. Br(E)は対合
Br(E) −→ Br(E) : [D] 7→ [D]−1 = [D0]

をもつ. ここで D0 は Dの反同型環である. この対合の作用による軌道空間を Br(E)/ ∼で表す.

自然数 nに対して µn は Fの中の 1の n-乗根のなす群とする. µn は F上の代数群とみることが
でき,その F-有理点は µn(F) = µn ∩ Fとなる.
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7 アルキメデス局所体上の単連結半単純群の分類

C, R上の単連結単純群の分類を解説する. Cは代数閉体だから C上の単連結半単純代数群はそ
の単純ルート系だけで完全に分類できる. 以下では R上の分類について述べる.

7.1 R上の同型定理

定理� �
G, G′は単連結半単純R-代数群として,その Γ-図形を I(G), I(G′)とする. このとき GとG′が
R-同型になるための必要十分条件は I(G)と I(G′)が合同になることである.� �

証明 十分性を示す. (I(G) = {∆,∆0, τ},DG(S)) と (I(G′) = {∆′,∆′0, τ′)},DG′(S′)) を基底許容系とす
る. このときDG(S), DG′(S′)は Gs(∆0) � Gs(∆′0)の非等方R-型である. Cartanの定理から与えられ
たルート系をもつ単連結コンパクトR-型は同型を除いて一意に定まるから, DG(S) � DG′(S′)であ
る. これから (I(G),DG(S))と (I(G′),DG′(S′))が合同であることが従うので, §6.3定理から G � G′

となる. □

系� �
Gは上と同じで I(G) = {∆,∆0, τ}とする. このとき Gの外部R-自己同型群 AutR(G,D∆)につ
いて同型

AutR(G,D∆)
�−→ {σ ∈ Aut(D∆) | σ(∆0) = ∆0 , σ ◦ τ(γ) = τ(γ) ◦ σ , (γ ∈ Γ)} : σ 7→ σ♯

がある.� �
証明 σが ∆0 を不変にしかつ τ(Γ)の作用と可換ならば, σは I(G)から I(G)への合同写像になる.
従って上の定理の証明と §6.3定理から, Gの R-自己同型 σで, σ♯ = σとなるものが存在する. G(R)
を法として, σ ∈ AutR(G,D∆)としてよい. 写像 σ 7→ σは写像 σ 7→ σ♯ の逆写像を与える. □

単純ルート系と準同型 Γ = Gal(C/R)→ Aut(D∆)のペア (∆, τ)を固定して, G0 = Gs(∆)τとおく.
上の定理から

ι̂R : ΣR(G0) −→ ΣR(∆, τ)

は全単射になる.

7.2 R-同型類の分類

既約な単純ルート系 ∆ と準同型 τ : Γ → Aut(D∆) のペア (∆, τ) を固定する. Aut(D∆) = Sn

(n ≤ 3)だから,準同型 τの Hom(Γ,Aut(D∆))での共役類はその像の位数 |τ(Γ)|だけで決まってし
まう. とくに半分裂群 Gs(∆)τ の F-同型類は ∆と |τ(Γ)|だけで決まる. §7.1とあわせれば次のよう
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にまとめられる. また R上実現可能な佐武-Tits図形の分類はよく知られているので結果だけを述
べる.([Ar], [Mu], [Sa1, Appendix by Sugiura]等).

定理� �
単連結単純 R-代数群の R-同型類は既約ルート系 k∆の佐武-Tits図形 ΣR(k∆)により完全に分
類される.(半分裂群も k∆だけで決まってしまう.) 各既約ルート系に対して, R上実現可能な佐
武-Tits図形は次で与えられる. 以下では §6.6, §6.7の記号を用いる. ただし実数 rに対して [r]
は rを超えない最大の整数を意味する.

古典型

ΣR(1A2n) = {1A(1)
2n,2n
}

ΣR(1A2n+1) = {1A(1)
2n+1,2n+1

, 1A(2)
2n+1,n

}

ΣR(2An) = {2A(1)
n,ℓ
| 0 ≤ ℓ ≤ [(n + 1)/2]}

ΣR(Bn) = {Bn,ℓ | 0 ≤ ℓ ≤ n}
ΣR(Cn) = {C(1)

n,n, C(2)
n,ℓ
| 0 ≤ ℓ ≤ [n/2]}

ΣR(1D2n) = {1D(1)
2n,2ℓ

, 1D(2)
2n,n
| 0 ≤ ℓ ≤ n}

ΣR(1D2n+1) = {1D(1)
2n+1,2ℓ+1

| 0 ≤ ℓ ≤ n}

ΣR(2D2n) = {2D(1)
2n,2ℓ+1

| 0 ≤ ℓ ≤ n − 1}

ΣR(2D2n+1) = {2D(1)
2n+1,2ℓ

, 2D(2)
2n+1,n

| 0 ≤ ℓ ≤ n}

例外型

ΣR(G2) = {G14
2,0
, G0

2,2
}

ΣR(F4) = {F52
4,0
, F21

4,1
, F0

4,4
}

ΣR(1E6) = {1E28
6,2
, 1E0

6,6
}

ΣR(2E6) = {2E78
6,0
, 2E16

6,2
′
, 2E2

6,4
}

ΣR(E7) = {E133
7,0
, E28

7,3
, E9

7,4
, E0

7,7
}

ΣR(E8) = {E248
8,0
, E28

8,4
, E0

8,8
}

� �
7.3 内部R-同型類の分類

(∆, τ)は §7.2と同じとする. G0 = Gs(∆)τの内部R-ペアの内部R-同型類の集合 Σi
R(G0)について

調べる.
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定理� �
k = |τ(Γ)|とする.
(1) k∆ , 1D2n ならば写像

ι̂R ◦ p1 : Σi
R

(G0) → ΣR(k∆)

は全単射である. とくに AutR(G0,D∆)の H1(R,G0)への作用は自明である.
(2) k∆ = 1D2n ならば写像

ι̂R ◦ p1 : Σi
R

(G0) → ΣR(1D2n) =
{

1D(1)
2n,2ℓ

, 1D(2)
2n,n
| 0 ≤ ℓ ≤ n

}
の制限

ι̂R ◦ p1 : Σi
R

(G0) − (̂ιR ◦ p1)−1(1D(2)
2n,n

) −→ ΣR(1D2n) −
{

1D(2)
2n,n

}
は全単射である. 1D(2)

2n,n
でのファイバーの要素の個数は

|(̂ιR ◦ p1)−1(1D(2)
2n,n

)| =
2 (n ≥ 3)

3 (n = 2)

となる.� �
証明 X = {∆,∆0, k} ∈ ΣR(k∆)として, Aut(D∆)の 2つの部分群

Aut(D∆, τ) := {σ ∈ Aut(D∆) | σ ◦ τ(γ) = τ(γ) ◦ σ , (γ ∈ Γ)}
Aut(D∆,∆0, τ) := {σ ∈ Aut(D∆, τ) | σ(∆0) = ∆0}

をとれば, §2.6補題, §7.1系から

|(̂ιR ◦ p1)−1(X)| = |Aut(D∆, τ)/Aut(D∆,∆0, τ)|

である. |Aut(D∆)| , 1となるのは ∆が An,Dn,E6 の場合だから,これらについて調べれば良い.

• ∆ = An,D2n+1,E6 の場合: この場合 Aut(D∆, τ) は D∆ の反転対合 ι∆ から生成される位数 2
の群になる. 佐武-Tits図形 X ∈ ΣR(k∆)は反転対合で不変であるから, ι∆ は AutR(D∆,∆0, τ)
に含まれる. 従って |(̂ιR ◦ p1)−1(X)| = 1である.

• ∆ = 2D2n の場合: この場合も上と同じ議論で

Aut(D∆, τ) = Aut(D∆,∆0, τ)

が示される.

• ∆ = 1D2n, (n ≥ 3)の場合: Aut(D∆, τ) = Aut(D∆)は位数 2の群である. その生成元を σとおく.
X , 1D(2)

2n,n ならば, σは ∆0 を不変にするので, σ ∈ Aut(D∆,∆0, τ)となり, |(̂ιR ◦ p1)−1(X)| = 1

が従う. X = 1D(2)
2n,n の佐武-Tits図形は

•— ◦— •— ◦— · · ·— •— ◦ —
αn−1•

|
◦
αn
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となり, σ(αn−1) = αnなので, σはAut(D∆,∆0, τ)に含まれない. よって |(̂ιR◦p1)−1(1D(2)
2n,n)| = 2

となる.

• ∆ = 1D4 の場合: Aut(D∆, τ) = Aut(D∆) = S3 である.

ΣR(1D4) =
{
1D(1)

4,0,
1D(1)

4,4,
1D(1)

4,2 =
1D(2)

4,2

}
の中で, X = 1D(1)

4,0,
1D(1)

4,4ならば, ∆0 = ∅または∆0 = ∆であるから, Aut(D∆,∆0, τ) = Aut(D∆)

となり, |(̂ιR ◦ p1)−1(X)| = 1となる. X = 1D(2)
4,2 の佐武-Tits図形は

•— ◦ —•
|
◦

となり, Aut(D∆,∆0, τ) は黒丸同士の置換で生成される位数 2の群になる. これから |(̂ιR ◦
p1)−1(1D(2)

4,2)| = 3がわかる.

□

7.4 コホモロジー不変量の計算

§7.2の分類に従って,佐武-Tits図形 X ∈ ΣR(k∆)のコホモロジー不変量

γ̂R(X) := γ̂R(̂ι−1
R (X)) ∈ AutR(G0,D∆)\H2(R,Z(G0))

を計算しよう. H2(R,Z(G0))の計算はより一般に§9.2でなされるのでここでは説明を省く. H2(R,Gm)
をブラウアー群 Br(R)と同一視すれば

H2(R,Z(G0)) =


Br(R) (k∆ = 1A2n+1, 2A2n+1, Bn, Cn, 1D2n+1, 2D2n+1, E7)

Br(R) ⊕ Br(R) (k∆ = 1D2n)

0 (その他)

となる. 標準的な同型

Br(R) −→ 1
2

Z/Z

があるので,以下ここでは Br(R)を
1
2

Z/Zと同一視する. §7.3定理でみたように, AutR(G0,D∆)の

H2(R,Z(G0))への作用は k∆ , 1D2nならば自明である. k∆ = 1D2nの場合その作用は, n , 2ならば

(
1
2

Z/Z) ⊕ (
1
2

Z/Z)の成分の入れ替え (a, b) 7→ (b, a)に対応しており, n = 2ならば (0, 0)以外の 3つ

の要素の置換に対応している. これらの作用の軌道空間の代表系を

(
(
1
2

Z/Z) ⊕ (
1
2

Z/Z)
) /
∼ =

{(0, 0), ( 1
2 , 0), ( 1

2 ,
1
2 )} (k∆ = 1D2n, n ≥ 3)

{(0, 0), ( 1
2 , 0)} (k∆ = 1D4)

ととる. 結果は次の表のようになる.
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k∆ AutR(G0,D∆)\H2(R,Z(G0)) γ̂R

1A2n+1
1
2 Z/Z γ̂R(1A(1)

2n+1,2n+1) = 0, γ̂R(1A(2)
2n+1,n) = 1/2

2A2n+1
1
2 Z/Z γ̂R(2A(1)

2n+1,ℓ) =

0 (2n + 1 − 2ℓ ≡ 3 mod 4)

1/2 (2n + 1 − 2ℓ ≡ 1 mod 4)

Bn
1
2 Z/Z γ̂R(Bn,ℓ) =

0 (n − ℓ ≡ 0, 3 mod 4)

1/2 (n − ℓ ≡ 1, 2 mod 4)

Cn
1
2 Z/Z γ̂R(C(1)

n,n) = 0, γ̂R(C(2)
n,ℓ) = 1/2

1D2n ( 1
2 Z/Z) ⊕ ( 1

2 Z/Z)/ ∼
γ̂R(1D(1)

2n,2ℓ) =

(0, 0) (2n − 2ℓ ≡ 0 mod 4)

(1/2, 1/2) (2n − 2ℓ ≡ 2 mod 4)

γ̂R(1D(2)
2n,n) = (1/2, 0), (n = 2ならば (1/2, 1/2)と同値)

1D2n+1
1
2 Z/Z γ̂R(1D(1)

2n+1,2ℓ+1) =

0 (2n − 2ℓ ≡ 0 mod 4)

1/2 (2n − 2ℓ ≡ 2 mod 4)

2D2n+1
1
2 Z/Z γ̂R(2D(1)

2n+1,2ℓ) = 0, γ̂R(2D(2)
2n+1,n) = 1/2

E7
1
2 Z/Z

γ̂R(E0
7,7) = γ̂R(E28

7,3) = 0

γ̂R(E9
7,4) = γ̂R(E133

7,0 ) = 1/2

その他 自明

古典群の場合は例えば §6.4定理などを使って計算できる. E7 の場合は [Sa3]の結果を使う.

57



8 非アルキメデス局所体上の単連結半単純群の分類

このセクションでは Fは非アルキメデス局所体とし, F上の単連結単純群の分類を説明する.

8.1 F-同型類の分類

次は Kneser([Kn2])による基本定理である. Bruhatと Tits([Br-T])による証明もある.

定理 (Kneser)� �
Gが単連結半単純 F-代数群で, Zをその中心とする. このとき
(1) H1(F,G) = 0である.
(2) δ : H1(F,G/Z) → H2(F,Z)は全単射である.� �
単純ルート系と準同型 Γ → Aut(D∆) のペア (∆, τ) を固定して, G0 = Gs(∆)τ とおく. 上の定理

から
γF : Σi

F(G0)→ H2(F,Z(G0)), γ̂F : ΣF(G0)→ AutF(G0,D∆)\H2(F,Z(G0))

は共に全単射になる. H2(F,Z(G0))を計算しよう. Tate-Poitouの双対定理から

H2(F,Z(G0)) � H0(F,X(Z(G0))) = X(Z(G0))Γ

である. G0 の極大 F-トーラスを T0 とすれば,完全列

1 −→ X(T0/Z(G0)) −→ X(T0) −→ X(Z(G0)) −→ 1

がある. T0/Z(G0)は随伴群 G0/Z(G0)の極大 F-トーラスだから, X(T0/Z(G0))は ∆で生成される Z-
加群である. また G0 は単連結だから X(T0)は基本ウェイトで生成される Z-加群である. そこで

C(∆) := X(T0)/X(T0/Z(G0)) � X(Z(G0))

とおく. C(∆)上 Γ-作用と τ(Γ)-作用は一致することから

X(Z(G0))Γ � C(∆)τ(Γ)

となる. 従って,とくに ∆が既約ならば H2(F,Z(G0))は (∆, τ)から定まるディンキン型 |τ(Γ)|∆だけ
で決まってしまう. それは次の表のようになる.(cf.[Sa1])
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型 τ(Γ) C(∆) C(∆)τ(Γ) AutF(G0,D∆)の作用 |ΣF(G0)|
1An 1 µn+1 µn+1 z 7→ z−1 [(n + 3)/2]

2An S2 µn+1

1 (n ∈ 2Z)

µ2 (n ∈ 2Z + 1)
自明

1 (n ∈ 2Z)

2 (n ∈ 2Z + 1)
Bn, Cn 1 µ2 µ2 自明 2

1D2n(n ≥ 3) 1 µ2 × µ2 µ2 × µ2 (z1, z2) 7→ (z2, z1) 3
1D4 1 µ2 × µ2 µ2 × µ2 置換 2

1D2n+1 1 µ4 µ4 z 7→ z−1 3
2D2n(n ≥ 3) S2 µ2 × µ2 µ2 自明 2

2D4 S2 µ2 × µ2 µ2 自明 2
2D2n+1 S2 µ4 µ2 自明 2

3D4 A3 µ2 × µ2 1 自明 1
6D4 S3 µ2 × µ2 1 自明 1

G2, F4, E8 1 1 1 自明 1
1E6 1 µ3 µ3 z 7→ z−1 2
2E6 S2 µ3 1 自明 1
E7 1 µ2 µ2 自明 2

この結果から単連結単純 F-代数群の同型類が分類できる.
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定理� �
(∆, τ)は上と同じで ∆は既約であると仮定する. §6.6, 6,7の記号を用いる.
(1) |τ(Γ)|∆ , 1An の場合: 写像

ι̂F : ΣF(G0) → ΣF(∆, τ) = ΣF(|τ(∆)|∆)

は全単射である. 従って半分裂群 G0を固定すれば G0の内部 F-同型類は佐武-Tits図形で完全
に分類できる. 各既約ルート系に対して F上実現可能な佐武-Tits図形は次で与えられる.

古典型

ΣF(2A2n) = {2A(1)
2n,n
}, ΣF(2A2n+1) = {2A(1)

2n+1,n
, 2A(1)

2n+1,n+1
}

ΣF(Bn) = {Bn,n−1, Bn,n}
ΣF(C2n) = {C(1)

2n,2n
, C(2)

2n,n
}, ΣF(C2n+1) = {C(1)

2n+1,2n+1
, C(2)

2n+1,n+1
}

ΣF(1D2n) = {1D(1)
2n,2n−2

, 1D(1)
2n,2n

, 1D(2)
2n,n
} (n = 2の場合は 1D(1)

4,2
= 1D(2)

4,2
である)

ΣF(1D2n+1) = {1D(1)
2n+1,2n−1

, 1D(1)
2n+1,2n+1

, 1D(2)
2n+1,n−1

}

ΣF(2D2n) = {2D(1)
2n,2n−1

, 2D(2)
2n,n−1

}, ΣF(2D2n+1) = {2D(1)
2n+1,2n

, 2D(2)
2n+1,n

}

例外型

ΣF(G2) = {G0
2,2
}, ΣF(F4) = {F0

4,4
}, ΣF(E8) = {E0

8,8
}

ΣF(1E6) = {1E16
6,2
, 1E0

6,6
}, ΣF(2E6) = {2E2

6,4
}

ΣF(E7) = {E9
7,4
, E0

7,7
}, ΣF(3D4) = {3D2

4,2
}, ΣF(6D4) = {6D2

4,2
}

(2) |τ(Γ)|∆ = 1An の場合: 写像

ι̂F : ΣF(SLn+1) → ΣF(1An) = {1A(d)
n,ℓ
| d(ℓ + 1) = (n + 1), 1 ≤ d, 0 ≤ ℓ}

は全射である. 各 1A(d)
n,ℓ
∈ ΣF(1An)のファイバーは

ι̂−1
F

(1A(d)
n,ℓ

) = {[SLℓ+1(D)] | Dは F上の中心的斜体で [D : F] = d2 であるもの }

となる. より詳しく, Fのブラウアー群を Br(F)として,その部分群を

Br(F)d := {[D] ∈ Br(F) | [D]d = [F]} � 1
d

Z/Z

Br(F)×
d

:= {[D] ∈ Br(F)d | [D]の位数 = d} � (Z/dZ)×

とおく. Br(F)の対合 [D] 7→ [D0] (D0 は Dの反同型環)による軌道空間を Br(F)/ ∼とすれば,
写像

Br(F)×
d
/ ∼−→ ι̂−1

F
(1A(d)

n,ℓ
) : [D] 7→ [SLℓ+1(D)]

は全単射になる. SLℓ+1(D)の基底許容系は ({1An, 1An − {αd, · · · , αℓd}, 1}, SL1(D))となる.� �
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証明 古典型の場合はよく知られた結果である. 例外型の場合を示そう. ∆ = G2, F4,E8 の場合は
Gs(∆)は単連結かつ随伴型なので, Kneserの定理から H1(F, Inn(Gs(∆))) = 1となり, Gs(∆)の内部
F-同型類は [Gs(∆)]自身しかないことがわかる. 次に |τ(Γ)|∆ = 1E6の場合,分裂群が存在することは
明らかである. また (6.7.2),(6.7.3)から 1E28

6,2 は存在しないが
1E16

6,2 は存在する. よって

{1E0
6,6,

1E16
6,2} ⊂ ΣF(1E6) ⊂ {1E0

6,6,
1E16

6,2,
1E78

6,0}

がわかる. ここで
ι̂F : ΣF(Gs(E6)) −→ ΣF(1E6)

は全射だから
|ΣF(1E6)| ≤ |ΣF(Gs(E6))| = 2

である. 右辺の等式は上で求めた表から従う. ゆえに

{1E0
6,6,

1E16
6,2} = ΣF(1E6)

でなければならず,また ι̂F も全単射になる. 2E6,E7 の場合も同じ論法で示せる. □

系� �
非等方単連結単純 F-代数群は SLn の内部 F-型である.� �

8.2 コホモロジー不変量の計算

§8.1の分類に従ってコホモロジー不変量を求めよう. (∆, τ)は§8.1定理と同じものとして, k = |τ(Γ)|
とおく. k∆ , 1An のときには,佐武-Tits図形 X ∈ ΣF(k∆)に対して

γ̂F(X) := γ̂F(̂ι−1
F (X)) ∈ AutF(G0,D∆)\H2(F,Z(G0))

とおく. H2(F,Z(G0))は既に §8.1の表で与えられているが,ここでは §9.2の記述にあわせてブラウ
アー群で表しておく.

H2(F,Z(G0)) =



Br(F)n+1 (k∆ = 1An)

Br(F)4 (k∆ = 1D2n+1)

Br(F)3 (k∆ = 1E6)

Br(F)2 (k∆ = 2A2n+1, Bn, Cn, 2D2n+1, E7)

Br(F)2 ⊕ Br(F)2 (k∆ = 1D2n)

Br(E)2 (k∆ = 2D2n, Eは Kerτの不変体である Fの 2次拡大)

0 (その他)

標準的な同型
invF : Br(F) −→ Q/Z
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があるので,以下これらを同一視する. AutF(G0,D∆)の H2(F,Z(G0))への作用が自明でないものは
k∆ = 1An, 1Dn, 1E6 の場合である. これらの場合の作用の軌道空間の代表系はそれぞれ

(
1

n + 1
Z/Z)/ ∼ = { m

n + 1
| 0 ≤ m ≤ [

n
2

]} (k∆ = 1An)

(
1
4

Z/Z)/ ∼ = {0, 1
4
,

2
4
} (k∆ = 1D2n+1)

(
1
2

Z/Z) ⊕ (
1
2

Z/Z)/ ∼ = {(0, 0), (
1
2
, 0), (

1
2
,

1
2

)} (k∆ = 1D2n, n ≥ 3)

(
1
2

Z/Z) ⊕ (
1
2

Z/Z)/ ∼ = {(0, 0), (
1
2
, 0)} (k∆ = 1D4)

(
1
3

Z/Z)/ ∼ = {0, 1
3
} (k∆ = 1E6)

ととる. 結果は次の表で与えられる.
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k∆ AutF(G0,D∆)\H2(F,Z(G0)) γ̂F

1An ( 1
n+1 Z/Z)/ ∼

γ̂F([SLℓ+1(D)]) = invF([D])

for [SLℓ+1(D)] ∈ ι̂−1
F (1A(d)

n,ℓ)

2A2n+1
1
2 Z/Z γ̂F(2A(1)

2n+1,n+1) = 0, γ̂F(2A(1)
2n+1,n) = 1/2

Bn
1
2 Z/Z γ̂F(Bn,n) = 0, γ̂F(Bn,n−1) = 1/2

C2n
1
2 Z/Z γ̂F(C(1)

2n,2n) = 0, γ̂F(C(2)
2n,n) = 1/2

C2n+1
1
2 Z/Z γ̂F(C(1)

2n+1,2n+1) = 0, γ̂F(C(2)
2n+1,n+1) = 1/2

1D2n ( 1
2 Z/Z) ⊕ ( 1

2 Z/Z)/ ∼
γ̂F(1D(1)

2n,2n) = (0, 0), γ̂F(1D(1)
2n,2n−2) = (1/2, 1/2)

γ̂F(1D(2)
2n,n) = (1/2, 0), (n = 2ならば (1/2, 1/2)と同値)

1D2n+1 ( 1
4 Z/Z)/ ∼

γ̂F(1D(1)
2n+1,2n+1) = 0

γ̂F(1D(1)
2n+1,2n−1) = 2/4, γ̂F(1D(2)

2n+1,n−1) = 1/4

2D2n
1
2 Z/Z γ̂F(2D(1)

2n,2n−1) = 0, γ̂F(2D(2)
2n,n−1) = 1/2

2D2n+1
1
2 Z/Z γ̂F(2D(1)

2n+1,2n) = 0, γ̂F(2D(2)
2n+1,n) = 1/2

1E6 ( 1
3 Z/Z)/ ∼ γ̂F(1E0

6,6) = 0, γ̂F(1E16
6,2) = 1/3

E7
1
2 Z/Z γ̂F(E0

7,7) = 0, γ̂F(E9
7,7) = 1/2

その他 自明

63



計算はほとんどの場合自明であるが, γ̂F(1D(2)
2n+1,n−1) = 1/4を証明しておこう. G0 = Gs(D2n+1)を

単連結分裂群として, 1D(2)
2n+1,n−1 に対応する単連結群を Gとおく. 1D(2)

2n+1,n−1 の佐武-Tits図形は

α1→ •— α2→ ◦— α3→ •— α4→ ◦— · · ·— α2n−2→ ◦ —
α2n−1→ •— α2n→ •
|
→
α2n+1
•

である. ∆0 は黒丸の集合として L0 = Gs(∆0)とおく. G0 の中心は

Z0 = {α∨1 (ζ2)α∨3 (ζ2) · · ·α∨2n−1(ζ2)α∨2n(ζ)α∨2n+1(ζ−1) | ζ ∈ µ4}

で与えられるから,とくに Z0 ⊂ L0 である. そこで次の図式を考える.

H1(F, L0) �−−−−−→ H2(F,Z(L0)) �−−−−−→ Br(F)n−1
2 ⊕ Br(F)4x x

H1(F,L0/Z0) δ′−−−−−→ H2(F,Z0) �−−−−−→ Br(F)4y ∥∥∥∥
H1(F,G0) �−−−−−→ H2(F,Z0) �−−−−−→ Br(F)4

この図式で Gは H1(F, L0/Z0)の中の非等方類 [z]から従う G0 のツイストによりえられる. 非等方
類であることから [z]の H2(F,Z(L0))への像は位数 4をもつ. 従って δ′([z]) = η̂F([G])は位数 4で
なければならない.
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9 代数体上の単連結半単純群の分類

代数体上の単連結代数群の分類を与える. このセクションで使われる記号を幾つか定義しよう.
以下では FはQ上有限次の代数拡大とし, V = VF は Fの素点全体の集合とする. Vの中で有限素
点のなす部分集合を V f で,無限素点のなす部分集合を V∞ で表す. 更に実無限素点のなす集合を
V∞,1 で表す. 各 v ∈ V に対して, Fv は F の v による完備化とする. Fv と F の合併体 Fv は Fv の
代数閉包を与える. その絶対ガロワ群を Γv = Gal(Fv/Fv)とおく. 制限写像 γ 7→ γ|F は自然な単射
Γv → Γを与えるので,以下では Γv は Γの部分群と同一視される. Hが F-代数群ならば,それを Fv

上の代数群とみてコホモロジーHi(Fv,H)が考えられる. これから Vの部分集合 Sに対してハッセ
写像

Hi(F,H) −→
∏
v∈S

Hi(Fv,H) : [z] 7→ ([zv])v∈S

ができる.

9.1 ガロワコホモロジーのハッセ原理

次の定理が基本的である.([K3], [H1], [Ch], [P-R], [Se1])

定理 (H)� �
Gは単連結半単純 F-代数群として, Z(G)をその中心, G = G/Z(G)とする.
(1) (Kneser–Chernousov)ハッセ写像

H1(F,G) −→
∏

v∈V∞,1

H1(Fv,G)

は全単射である.
(2) (Tate–Poitou–Chebotarev)ハッセ写像

H1(F,Z(G))) −→
∏

v∈V∞,1

H1(Fv,Z(G))

は全射である.
(3) (Tate–Poitou)次の完全列がある.

1 −→ H2(F,Z(G)) −→
⨿
v∈V

H2(Fv,Z(G)) −→ (X(Z(G))Γ)PD −→ 1

ここで (X(Z(G))Γ)PDは X(Z(G))の Γ-不変要素のなす群 X(Z(G))Γのポントリャーギン双対群
を表す.
(4) (Kneser–Harder)連結写像

H1(F,G) −→ H2(F,Z(G))

は全射である.� �
単純ルート系 ∆と連続準同型 τ : Γ → Aut(D∆)を固定して, G0 = Gs(∆)τ を対応する単連結半

分裂 F-代数群とする. その中心を簡単に Z0 = Z(G0)で表す. さて G0 の内部 F-ペアの内部 F-同型
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類の集合 Σi
F(G0)は写像

ηF : Σi
F(G0) −→ H1(F,G0)

の全単射性から H1(F,G0)により完全に分類される. そこで H1(F,G0)について調べよう. 連結写像
とハッセ写像を

H1(F,G0) δ−−−−−→ H2(F,Z0)

h1
∞

y∏
v∈V∞,1 H1(Fv,G0)

とする. また次の連結写像とハッセ写像からなる図式

H2(F,Z0)yh2
∞∏

v∈V∞,1 H1(Fv,G0) −−−−−−−−−−−→
δ∞=
∏

v∈V∞,1 δv

∏
v∈V∞,1 H2(Fv,Z0)

に関するファイバー積を

H2(F,Z0) ×h2
∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

H1(Fv,G0)

=

[β] × ([αv])v∈V∞,1 ∈ H2(F,Z0) ×
∏

v∈V∞,1
H1(Fv,G0) | h2

∞([β]) = δ∞(([αv])v∈V∞,1)


とおく.

定理� �
写像

H1(F,G0) −→ H2(F,Z0) ×h2
∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

H1(Fv,G0) : [z] 7→ δ([z]) × h1
∞([z])

は全単射である.� �
証明 H1(F,G0)の δ × h1

∞ による像がファイバー積に含まれることは明らかである.

単射性を示す. [z], [z′] ∈ H1(F,G0)について, δ([z]) = δ([z′])かつ h1
∞([z]) = h1

∞([z′])であると仮
定する. zによる G0 のツイストを G = (G0)z として,次の可換図式を考える.

H1(F,Z(G))
q−−−−−→ H1(F,G)

p−−−−−→ H1(F,G) δ′−−−−−→ H2(F,Z(G))y y j
y j

y
H1(F,Z0) −−−−−→ H1(F,G0) −−−−−→ H1(F,G0) δ−−−−−→ H2(F,Z0)

ここで jはトリビアル類 [1]を [z]にうつす自然な全単射である. 仮定から j
−1

([z′]) ∈ Ker δ′ = Im p

となるから, j
−1

([z′]) = p([ξ])となる [ξ] ∈ H1(F,G)が取れる. 各 v ∈ V∞,1 において, Fを Fv で置き
換えることにより上と同じ可換図式が成り立ち,とくに仮定 [zv] = [z′v]から

pv([ξv]) = j
−1
v ([z′v]) = j

−1
v ([zv]) = [1]
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をもつ. 従って [ξv] ∈ Ker pv = Im qv となるから [ξv] = qv([ζv])となる [ζv] ∈ H1(Fv,Z(G))が取れ
る. このとき上の定理 (H) (1),(2)と可換図式

H1(F,Z(G))
q−−−−−→ H1(F,G)y y∏

v∈V∞,1 H1(Fv,Z(G))
∏

qv−−−−−→ ∏
v∈V∞,1 H1(Fv,G)

から [ζ] ∈ H1(F,Z(G))で q([ζ]) = [ξ]となるものが取れる. 従って, j
−1

([z′]) = p(q([ζ])) = [1]より
[z′] = [z]でなければならない.

全射性を示す. [β] × ([αv])v∈V∞,1 をファイバー積から取る. 上の定理 (H)から, δ([z]) = [β]となる
[z] ∈ H1(F,G0)が存在する. G0 の zによるツイストを G = (G0)z とおく. そして次の可換図式を考
える.

H1(F,G0) −−−−−→ H1(F,G0) δ−−−−−→ H2(F,Z0)x j
x j

x j2

H1(F,G)
p−−−−−→ H1(F,G) δ′−−−−−→ H2(F,Z(G))y yh1

∞

y∏
v∈V∞,1 H1(Fv,G)

∏
pv−−−−−→ ∏

v∈V∞,1 H1(Fv,G)
∏
δ′v−−−−−→ ∏

v∈V∞,1 H2(Fv,Z(G))y∏ jv

y∏ j2,v∏
v∈V∞,1 H1(Fv,G0)

∏
δv−−−−−→ ∏

v∈V∞,1 H2(Fv,Z0)

jはトリビアル類を [z]にうつす全単射で, j2はトリビアル類を [β]にうつす全単射である. 各 v ∈ V∞,1
について, [βv] = δv([αv])だから, j

−1
v ([αv]) ∈ Ker δ′v = Im pvでなければならない. 定理 (H)(1)とあ

わせて, j
−1
v ([αv]) = pv([ξv]) となる [ξ] ∈ H1(F,G) が存在する. そこで [z′] := j(p([ξ])) ∈ H1(F,G0)

をとれば, δ([z′]) = [β], h1
∞([z′]) = ([αv])v∈V∞,1 となる. □

注意 一般の半単純群の場合については [San]を参照. また任意の半単純随伴型群 G でハッセ
写像 H1(F,G) → ∏v∈V H1(Fv,G) は単射になる. これは定理 (H)(1),(3)から従う.([P-R, Theorem
6.22],その証明の後の Remarkも参照のこと).

9.2 コホモロジーの計算

既約単純ルート系 ∆と連続準同型 τ : Γ → Aut(D∆)を固定する. Z0 を G0 = Gs(∆)τ の中心と
して, H2(F,Z0)と H2(Fv,Z0)を計算しよう. Eを Fの Kerτによる不変体とする. Aut(D∆) = Sn,
(n ≤ 3)だから [E : F]|6である. 自然数 nに対して, µn を Fの中の 1の n-乗根のなす群とする. µn

を E上の代数群とみてその Fへの係数制限を RE/F(µn)とする. ノルム写像 NE/F : RE/F(µn)→ µn

の核を R(1)
E/F(µn) := KerNE/F とおく. 一般に Z0 は RE/F(µn) または R(1)

E/F(µn) の形の群の直積にな

る. そこでH2(F,RE/F(µn)), H2(F,R(1)
E/F(µn))を計算する必要がある. これらについてまとめておくと
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補題� �
(1) H1(F,RE/F(µn)) = E×/(E×)n, H2(F,RE/F(µn)) = Br(E)n である.
(2) 次の完全列がある.

1 −→ µn(F)/NE/F(µn(E)) −→ H1(F,R(1)
E/F

(µn)) −→ Ker(E×/(E×)n NE/F−→ F×/(F×)n) −→ 1

1 −→ F×/(F×)nNE/F(E×) −→ H2(F,R(1)
E/F

(µn)) −→ Br(1)(E)n −→ 1

ここで Br(1)(E)n := Ker(Br(E)n
NE/F−→ Br(F)n)とする.� �

証明 (1)は完全列

1 −→ µn −→ Gm
n 乗−→ Gm → 1

のコホモロジー完全列と H2(F,RE/F(Gm)) = H2(E,Gm) = Br(E)から従う. (2)は完全列

1 −→ R(1)
E/F(µn) −→ RE/F(µn)

NE/F−→ µn → 1

のコホモロジー完全列と (1)から従う. □

これらを用いて H2(F,Z0), H2(Fv,Z0)が計算される. 結果は次の表のようになる. 表の中で Vの
部分集合 Vs(E)は

Vs(E) := {v ∈ V = VF | vは Eで完全分解する }

で与えられるものとする. また τ(Γ) = S3 のとき,中間体 F ⊂ E′ ⊂ Eで [E′ : F] = 3となるものを
一つ固定する.
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|τ(Γ)|∆ Z0 H2(F,Z0) H2(Fv,Z0)
1An µn+1 Br(F)n+1 Br(Fv)n+1

2A2n R(1)
E/F(µ2n+1) Br(1)(E)2n+1

1 (v < Vs(E))

Br(Fv)2n+1 (v ∈ Vs(E))

2A2n+1 R(1)
E/F(µ2n+2) (F×/NE/F(E×)) × Br(1)(E)2n+2

Br(Fv)2 (v < Vs(E))

Br(Fv)2n+2 (v ∈ Vs(E))
Bn µ2 Br(F)2 Br(Fv)2

Cn µ2 Br(F)2 Br(Fv)2
1D2n µ2 × µ2 Br(F)2 × Br(F)2 Br(Fv)2 × Br(Fv)2

1D2n+1 µ4 Br(F)4 Br(Fv)4

2D2n RE/F(µ2) Br(E)2

Br(Ev)2 (v < Vs(E))

Br(Fv)2 × Br(Fv)2 (v ∈ Vs(E))

2D2n+1 R(1)
E/F(µ4) (F×/NE/F(E×)) × Br(1)(E)4

Br(Fv)2 (v < Vs(E))

Br(Fv)4 (v ∈ Vs(E))

3D4 R(1)
E/F(µ2) Br(1)(E)2

1 (v < Vs(E))

Br(Fv)2 × Br(Fv)2 (v ∈ Vs(E))

6D4 R(1)
E/F(µ2) Br(1)(E′)2


1 (v < Vs(E′))

Br(Fv)2 × Br(Fv)2 (v ∈ Vs(E))

Br(E′v)2 (その他)
G2 1 1 1
F4 1 1 1

1E6 µ3 Br(F)3 Br(Fv)3

2E6 R(1)
E/F(µ3) Br(1)(E)3

1 (v < Vs(E))

Br(Fv)3 (v ∈ Vs(E))
E7 µ2 Br(F)2 Br(Fv)2

E8 1 1 1

69



9.3 F-同型類の記述

G0 = Gs(∆)τ の内部 F-型の F-同型類を記述するには, AutF(G0,D∆)\H1(F,G0)を調べる必要があ
る. 記号を簡単にするために

AF := AutF(G0,D∆), Ĥ1(F,G0) := AF\H1(F,G0) , Ĥ2(F,Z0) := AF\H2(F,Z0)

と書くことにする. [z] ∈ H1(F,G0)の軌道は O([z]) ∈ Ĥ1(F,G0)で表す. 局所体 Fv においても同様
の記号を用いる. ただし,各 v ∈ Vにおいて τ(Γv) ⊂ τ(Γ)から自然な包含関係

AF = AutF(G0,D∆) ⊂ AFv = AutFv(G0,D∆) (9.3.1)

があるので, AF\H1(Fv,G0)も考えられるが,これは一般に Ĥ1(Fv,G0) = AFv\H1(Fv,G0)とは一致し
ない. 明らかに自然な写像

Ĥ1(F,G0) −→ Ĥ1(Fv,G0) , Ĥ2(F,Z0) −→ Ĥ2(Fv,Z0)

は全射である. また (9.3.1)から AF は
∏

H1(Fv,G0)と
∏

H2(Fv,Z0)に作用する. そこで図式

Ĥ2(F,Z0)yh2
∞

AF\
∏

v∈V∞,1 H1(Fv,G0) −−−−−→
δ∞

AF\
∏

v∈V∞,1 H2(Fv,Z0)

のファイバー積を

Ĥ2(F,Z0) ×h2
∞×δ∞ AF\

∏
v∈V∞,1

H1(Fv,G)

= {O([β]) × O(([αv])v∈V∞,1) | O(h2
∞([β])) = O(δ∞((αv)))}

とする. AF の作用は写像 h2
∞, δ∞ と可換であるから,写像

Ĥ1(F,G0) −→ Ĥ2(F,Z0) ×h2
∞×δ∞ AF\

∏
v∈V∞,1

H1(Fv,G) : O([z]) 7→ O(δ([z])) × O(h1
∞([z])) (9.3.2)

が全射になることは容易に分かる. 実際∆ , D2nの場合には§7.3でみたようにAFの
∏

v∈V∞,1 H1(Fv,G0)
への作用は自明になるから,この場合 (9.3.2)は全単射になる. さらに図式⨿

v∈V Ĥ2(Fv,Z0)yh2
∞∏

v∈V∞,1 Ĥ1(Fv,G0) −−−−−→
δ∞

∏
v∈V∞,1 Ĥ2(Fv,Z0)

(9.3.3)

のファイバー積を⨿
v∈V

Ĥ2(Fv,Z0) ×h2
∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

Ĥ1(Fv,G0)

= {(Ov([βv]))v∈V × (Ov([αv]))v∈V∞,1 | (Ov(h2
v([βv])))v∈V∞,1 = (Ov(δv([αv])))v∈V∞,1}
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とおく. 自然な写像

Ĥ2(F,Z0) ×h2
∞×δ∞ AF\

∏
v∈V∞,1

H1(Fv,G) −→
⨿
v∈V

Ĥ2(Fv,Z0) ×h2
∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

Ĥ1(Fv,G0)

と (9.3.2)を合成して,写像

Ĥ1(F,G0) −→
⨿
v∈V

Ĥ2(Fv,Z0) ×h2
∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

Ĥ1(Fv,G0)

を得る. 以下ではこの写像の像とファイバーを調べよう. Tate–Poitouの完全列

1 −−−−−→ H2(F,Z0) −−−−−→ ⨿
v∈V H2(Fv,Z0) λ−−−−−→ (X(Z0)Γ)PD −−−−−→ 1

から H2(F,Z0) � Kerλである. そこで OA = (Ov)v∈V ∈
⨿

v∈V Ĥ2(Fv,Z0)に対して, Kerλの部分集
合を

O (1)
A := Kerλ ∩

⨿
v∈V

Ov

と定義して,さらに ⨿(1)

v∈V
Ĥ2(Fv,Z0) := {OA ∈

⨿
v∈V

Ĥ2(Fv,Z0) | O (1)
A , ∅}

とおく. (9.3.3)と同様な図式によりファイバー積⨿(1)

v∈V
Ĥ2(Fv,Z0) ×h2

∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

Ĥ1(Fv,G0)

ができる. この集合の要素

OA ×X∞ = (Ov)v∈V × (Xv)v∈V∞,1 ∈
⨿(1)

v∈V
Ĥ2(Fv,Z0) ×h2

∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

Ĥ1(Fv,G0)

に対して, Kerλ ×∏v∈V∞,1 H1(Fv,G0)の部分集合 (OA ×X∞)(1) を

(OA ×X∞)(1)

= {([βv])v∈V × ([αv])v∈V∞,1 ∈ O (1)
A ×

∏
v∈V∞,1

Xv | h2
∞(([βv])v∈V∞,1) = δ∞(([αv]v∈V∞,1)}

で定義する. 可換図式

H1(F,G0)
ℓA−−−−−→
�

Kerλ ×h2
∞×δ∞

∏
v∈V∞,1 H1(Fv,G0)y y

Ĥ1(F,G0)
LA−−−−−→

⨿(1)

v∈V
Ĥ2(Fv,Z0) ×h2

∞×δ∞
∏

v∈V∞,1 Ĥ1(Fv,G0)

から次は容易に示せる.
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定理� �
写像

LA : Ĥ1(F,G0) −→
⨿(1)

v∈V

Ĥ2(Fv,Z0) ×h2
∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

Ĥ1(Fv,G0)

は全射で,そのファイバーは

L−1
A

(OA ×X∞) = AF\ℓ−1
A

((OA ×X∞)(1))

となる.� �
ファイバーを同型類の言葉で書き直せば, F-同型類 [G] ∈ ΣF(G0)に対して LA◦η̂F([G]) = OA×X∞

とすれば

(LA ◦ η̂F)−1(OA ×X∞) = {[G′] ∈ ΣF(G0) |任意の v ∈ Vで Gと G′ は Fv-同型 }

となる. k∆の型に従って, LA をもう少し詳しく見てみよう.

• G2,F4,E8-型の場合:

この場合 H2(F,Z0) = 0かつ AF が自明になるから

LA : H1(F,G0) = Ĥ1(F,G0) −→
∏

v∈V∞,1
H1(Fv,G0)

は同型になり, F-同型類は v ∈ V∞,1 での Fv-同型類だけで分類できる. とくに F-同型類は有
限個しかなく, F-同型類についてハッセ原理が成り立つ.

• Bn,Cn,E7-型の場合:

この場合 AF が自明になるので,

LA = ℓA : H1(F,G0) = Ĥ1(F,G0) −→ Kerλ ×h2
∞×δ∞

∏
v∈V∞,1

H1(F,G0)

が同型になる. 従って F-同型類についてハッセ原理が成り立つ.

• 1A2n, 2A2n, 1E6, 2E6-型の場合:

この場合 v ∈ V∞,1 において H2(Fv,Z0) = 0かつ AFv の作用が自明になるから,ファイバー積
は直積になり

LA : Ĥ1(F,G0) −→
⨿(1)

v∈V f

Ĥ2(Fv,Z0) ×
∏

v∈V∞,1
H1(Fv,G0)

をもつ. F-同型類のハッセ原理は成り立たない.

• 1A2n+1, 2A2n+1, 1Dn, 2Dn, 3D4, 6D4-型の場合

これらの場合はとくに簡単にはならない. F-同型類のハッセ原理は成り立たない.
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9.4 代数体上の佐武-Tits図形

最後に代数体上実現可能な佐武-Tits図形を求めよう. そのためにまず旗多様体のハッセ原理に
ついて説明しよう. ∆, τ,G0は前と同様として, F-同型類 [G] ∈ ΣF(G0)を固定しておく. Gの Γ-図形
を {∆,∆0, τ}としよう. ∆の部分集合 θに対して, Pθ は θに対応する Gの中の標準 F-パラボリッ
ク部分群とする. このとき等質空間Pθ := G/Pθ は Pθ の共役類の集合と同一視でき,射影多様体
の構造を持っている. §3.2補題の証明でみたように

γPθ = w−1
γ Pτ(γ)(θ)wγ , (γ ∈ Γ)

が成り立つから,同値な関係

Pθ は F上定義される ⇐⇒ θは τ(Γ)-不変

がある. さてPθ が F上定義されるとき, Pθ の F-有理点は Gの F-パラボリック部分群に対応す
る. §3.2補題 (5)の証明から,同値な関係

Pθ(F) , ∅ ⇐⇒ θは τ(Γ)-不変かつ ∆0 ⊂ θ (9.4.1)

が導かれる. 次の定理はHarder([H2])によるものである.

定理 (Harder)� �
Pθ は F上定義されているとする. このときPθ(F) , ∅であるための必要十分条件は任意の
v ∈ V でPθ(Fv) , ∅となることである.� �
これから次が従う.

系� �
各 v ∈ Vについて, Gの Fv上の Γv-図形を {∆,∆(v)

0
, τv}で表すとき, ∆0はすべての∆

(v)
0

, (v ∈ V)
を含む最小の τ(Γ)-不変部分集合である. 即ち

∆0 =
∪
σ∈τ(Γ)

σ(
∪
v∈V

∆(v)
0

) (9.4.2)

である.� �
証明 θを右辺で与えられる集合とする. このとき任意の v ∈ VでPθ(Fv) , ∅であるから, Harder
の定理よりPθ(F) , ∅である. よって (9.4.1)から, ∆0 ⊂ θとなる. 逆の包含関係は, ∆(v)

0 ⊂ ∆0 は自
明で, ∆0 が τ(Γ)-不変であることから従う. □

§9.1, 9.2, 9.3の結果を合わせて, F上実現可能な佐武-Tits図形が分類できる. 古典型の場合は直
接 §6.6らでも分類できるので,結果を古典型と例外型に分けて述べよう.
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古典型
k∆が古典型のとき ΣF(k∆)は次で与えられる.

ΣF(1An) = {1A(d)
n,ℓ | d(ℓ + 1) = n + 1, 1 ≤ d, 0 ≤ ℓ}

ΣF(2An) = {2A(d)
n,ℓ | d|n + 1, 2ℓd ≤ n + 1}

ΣF(Bn) = {Bn,ℓ | 0 ≤ ℓ ≤ n}

ΣF(Cn) = {C(1)
n,n, C(2)

n,ℓ | 0 ≤ ℓ ≤ [
n
2

]}

ΣF(1D2n) = {1D(1)
2n,2ℓ,

1D(2)
2n,ℓ | 0 ≤ ℓ ≤ n}

ΣF(1D2n+1) = {1D(1)
2n+1,2ℓ+1,

1D(2)
2n+1,n−1 | 0 ≤ ℓ ≤ n}

ΣF(2Dn) = {2D(1)
n,ℓ,

2D(2)
n,m | 0 ≤ ℓ ≤ n − 1, 0 ≤ m ≤ [

n − 1
2

]}

例外型
k∆が例外型のとき実現可能な佐武-Tits図形は下の表で与えられる. 表は

実現可能佐武-Tits図形 : X

(p) (p-進体で実現可能なときのマーク)

(r) (実数体で実現可能なときのマーク)

p進体 実数体
Yi, (Yi

′)pos, (Yi
′′)a.a. または (Yi

′′)all Z j, (Z j
′)pos または (Z j

′′)all

の形をもつ. 成分の意味は

• Yi,Z j: Xの実現の際にそれぞれある局所体 Fvi , Fw j (vi ∈ V f , w j ∈ V∞,1)上で必ず現れなけれ
ばならない佐武-Tits図形.

• (Y′i )pos, (Z′j)pos: Yi,Z j 以外に局所体上に現れうる, しかし必ずしも現れるとは限らない, 佐
武-Tits図形.

• (Yi
′′)a.a.: Xの実現で有限個を除いたほとんどすべての Fv (v ∈ V f )で佐武-Tits図形が Yi

′′ に
なること.

• (Yi
′′)all: Xの実現ですべての Fv (v ∈ V f )で佐武-Tits図形が Y′′i になること.

• (Z j
′′)all: Xの実現ですべての Fw (w ∈ V∞,1)で佐武-Tits図形が Z j

′′ になること.

とする.
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G2-型

F Fv (v ∈ V f ) Fw (w ∈ V∞,1)

G14
2,0 : •⇚ • (r) (G0

2,2)all G14
2,0, (G0

2,2)pos

G0
2,2 : ◦⇚ ◦ (p, r) (G0

2,2)all (G0
2,2)all

F4-型

F Fv (v ∈ V f ) Fw (w ∈ V∞,1)

F52
4,0 : •—• =⇒ •—• (r) (F0

4,4)all F52
4,0, (F0

4,4,F
21
4,1)pos

F21
4,1 : •—• =⇒ •—◦ (r) (F0

4,4)all F21
4,1, (F0

4,4)pos

F0
4,4 : ◦—◦ =⇒ ◦—◦ (p, r) (F0

4,4)all (F0
4,4)all

1E6-型

F Fv (v ∈ V f ) Fw (w ∈ V∞,1)

1E78
6,0 :
• — • — • — • — •

|
•

1E16
6,2, (1E0

6,6)a.a.
1E28

6,2, (1E0
6,6)pos

1E28
6,2 :
◦ — • — • — • — ◦

|
•

(r) (1E0
6,6)all

1E28
6,2, (1E0

6,6)pos

1E16
6,2 :
• — • — ◦ — • — •

|
◦

(p) 1E16
6,2, (1E0

6,6)a.a. (1E0
6,6)all

1E0
6,6 :
◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦

|
◦

(p, r) (1E0
6,6)all (1E0

6,6)all

2E6-型

F Fv (v ∈ V f ) Fw (w ∈ V∞,1)

2E78
6,0 :
• — • — • — • — •

|
•

(r)
(1) (1E16

6,2)pos, (2E2
6,4,

1E0
6,6)a.a.

(2) 1E16
6,2, (2E2

6,4,
1E0

6,6)a.a.

2E78
6,0, (2E16

6,2
′
, · · · )pos

1E28
6,2,

2E16
6,2
′
, (2E2

6,4,
1E0

6,6)pos

2E35
6,1 :
• — • — • — • — •

|
◦

1E16
6,2, (2E2

6,4,
1E0

6,6)a.a.
2E16

6,2
′
, (2E2

6,4,
1E0

6,6)pos

2E29
6,1 :
◦ — • — • — • — ◦

|
•

(2E2
6,4,

1E0
6,6)all

1E28
6,2, (2E16

6,2
′
, 2E2

6,4,
1E0

6,6)pos

2E16
6,2
′′

:
• — • — ◦ — • — •

|
◦

1E16
6,2, (2E2

6,4,
1E0

6,6)a.a. (2E2
6,4,

1E0
6,6)all

2E16
6,2
′

:
◦ — • — • — • — ◦

|
◦

(r) (2E2
6,4,

1E0
6,6)all

2E16
6,2
′
, (2E2

6,4,
1E0

6,6)pos

2E2
6,4 :
◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦

|
◦

(p, r) (2E2
6,4,

1E0
6,6)all (2E2

6,4,
1E0

6,6)all

ここで
(2E16

6,2
′
, · · · )pos = (2E16

6,2
′
, 2E2

6,4,
1E28

6,2,
1E0

6,6)pos

とする.
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E7-型

F Fv (v ∈ V f ) Fw (w ∈ V∞,1)

E133
7,0 :

• — • — • — • — • — •
|
•

(r) (E9
7,4)pos, (E0

7,7)a.a. E133
7,0 , (E28

7,3,T
9
7,4,E

0
7,7)pos

E31
7,2 :

◦ — • — • — • — ◦ — •
|
•

(1) E9
7,4, (E0

7,7)a.a.

(2) (E9
7,4)pos, (E0

7,7)a.a.

E28
7,3, (E9

7,4,E
0
7,7)pos

E28
7,3, E9

7,4, (E0
7,7)pos

E28
7,3 :

◦ — • — • — • — ◦ — ◦
|
•

(r) (E0
7,7)all E28

7,3, (E0
7,7)pos

E9
7,4 :

◦ — ◦ — ◦ — • — ◦ — •
|
•

(p, r)
(1) E9

7,4, (E0
7,7)a.a.

(2) (E9
7,4)pos, (E0

7,7)a.a.

(E9
7,4,E

0
7,7)pos

E9
7,4, (E0

7,7)pos

E0
7,7 :

◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦
|
◦

(p, r) (E0
7,7)all (E0

7,7)all

E8-型

F Fv (v ∈ V f ) Fw (w ∈ V∞,1)

E248
8,0 :

• — • — • — • — • — • — •
|
•

(r) (E0
8,8)all E248

8,0 , (E28
8,4,E

0
8,8)pos

E28
8,4 :
◦ — • — • — • — ◦ — ◦ — ◦

|
•

(r) (E0
8,8)all E28

8,4, (E0
8,8)pos

E0
8,8 :
◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦ — ◦

|
◦

(p, r) (E0
8,8)all (E0

8,8)all
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3D4-型

F Fv (v ∈ V f ) Fw (w ∈ V∞,1)

3D28
4,0 :
• — • — •

|
•

(1D(1)
4,2)pos, (3D2

4,2,
1D(1)

4,4)a.a.
1D(1)

4,0, (1D(1)
4,2,

1D(1)
4,4)pos

3D9
4,1 :
• — ◦ — •

|
•

(1) 1D(1)
4,2, (3D2

4,2,
1D(1)

4,4)a.a.

(2)(1D(1)
4,2)pos, (3D2

4,2,
1D(1)

4,4)a.a.

(1D(1)
4,2,

1D(1)
4,4)pos

1D(1)
4,2, (1D(1)

4,4)pos

3D2
4,2 :
◦ — ◦ — ◦

|
◦

(p) (3D2
4,2,

1D(1)
4,4)all (1D(1)

4,4)all

6D4-型

F Fv (v ∈ V f ) Fw (w ∈ V∞,1)

6D28
4,0 :
• — • — •

|
•

(1) (2D(2)
4,1,

1D(1)
4,2)pos, (6D2

4,2, · · · )a.a.

(2) (2D(2)
4,1,

1D(1)
4,2)pos, (6D2

4,2, · · · )a.a.

2D(1)
4,1, (2D(1)

4,3, · · · )pos
1D(1)

4,0, (2D(1)
4,1, · · · )pos

6D9
4,1 :
• — ◦ — •

|
•

(1) 1D(1)
4,2, (2D(2)

4,1)pos, (6D2
4,2, · · · )a.a.

(2) 2D(2)
4,1, (1D(1)

4,2)pos, (6D2
4,3, · · · )a.a.

(3) (2D(2)
4,1,

1D(1)
4,2)pos, (6D2

4,2, · · · )a.a.

(2D(1)
4,3,

1D(1)
4,2,

1D(1)
4,4)pos

(2D(1)
4,3,

1D(1)
4,2,

1D(1)
4,4)pos

1D(1)
4,2, (2D(1)

4,3,
1D(1)

4,4)pos

6D2
4,2 :
◦ — ◦ — ◦

|
◦

(p) (6D2
4,2,

3D2
4,2,

2D(1)
4,3,

1D(1)
4,4)all (2D(1)

4,3,
1D(1)

4,4)all

ここで

(6D2
4,2, · · · )a.a. = (6D2

4,2,
3D2

4,2,
2D(1)

4,3,
1D(1)

4,4)a.a.,

(2D(1)
4,3, · · · )pos = (2D(1)

4,3,
1D(1)

4,0,
1D(1)

4,2,
1D(1)

4,4)pos, (2D(1)
4,1, · · · )pos = (2D(1)

4,1,
2D(1)

4,3,
1D(1)

4,0,
1D(1)

4,2,
1D(1)

4,4)pos

とする. 各記号の佐武-Tits図形は

1D(1)
4,0 :
• — • — •

|
•

(r), 1D(1)
4,2 :
• — ◦ — •

|
◦

(p, r), 1D(1)
4,4 :
◦ — ◦ — ◦

|
◦

(p, r)

2D(2)
4,1 :
• — ◦ — •

|
•

(p), 2D(1)
4,1 :
◦ — • — •

|
•

(r), 2D(1)
4,3 :
◦ — ◦ — ◦

|
◦

(p, r)

である.
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(∆, τ)が固定されたとき, kv = |τ(Γv)|とおいて⨿
v∈V
ΣFv(kv∆) = {(X(v)) ∈

∏
v∈V
ΣFv(kv∆) |有限個を除いたほとんどすべての v ∈ Vで X(v) は半分裂型 }

と定める. その要素 (X(v))が与えられれば, (9.4.2)によって佐武-Tits図形 Xが決まる. この対応か
ら次の図式を得る.

ΣF(G0)
LA◦η̂F−−−−−→

⨿(1)

v∈V
Ĥ2(Fv,Z0) ×h2

∞×δ∞
∏

v∈V∞,1 Ĥ1(Fv,G0)

ι̂F

y ŷιA
ΣF(k∆) ←−−−−− ⨿

v∈V ΣF(kv∆)

§7, 8の結果から ι̂A のファイバーは有限集合である. しかし下段の写像 (X(v)) 7→ X のファイバー
は一般には有限集合とは限らないので,写像 ι̂Fのファイバーも有限集合とは限らない. 例外型で有
限集合となるのは次の場合である.

X G14
2,0 F52

4,0 F21
4,1

1E28
6,2

2E29
6,1

2E16
6,2
′

|̂ι−1
F (X)| 2m − 1 3m − 2m 2m − 1 2m − 1 2m−n(2n − 1) 2m−n − 1

E28
7,3 E248

8,0 E28
8,4 (半分裂型)

2m − 1 3m − 2m 2m − 1 1

ここで m = |V∞,1|, n = |V∞,1(E)|とする. ただし Eは FのKer τによる不変体で, V∞,1(E)は Fの実
素点で E上完全分解するものの集合とする.
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[Bou] N. Bourbaki, Groupes et Algebrébres de Lie, Ch. 4,5 et 6, Ch. 7 et 8, Masson 1990

[C] C. Chevalley, Classification des groupes de Lie algebriques, Seminaire Ecole Norm. Sup.,
Paris 1956–1958.

[Mu] S. Murakami, Sur la classification des algebres de Lie reelles et simples, Osaka J. Math. 2 (1965)
291-307.

[Mo] M. Morishita,線形代数群のGalois cohomology,本報告集

[P-R] V. Platonov and A. Rapinchuk, Algebraic Groups and Number Theory, Academic Press
1994

[K] S. Kato,相対ルート系,本報告集

[San] J.-J. Sansuc, Groupe de Brauer et arithmetique des groupes algebriques lineares sur un corps de
nombres, J. reine und angew. 327 (1981) 12-80.

[Sa1] I. Satake, Classification Theory of Semi-Simple Algebraic Groups, Marcel Dekker 1971.

[Sa2] I. Satake, On classification of semisimple algebraic groups, The-7th MSJ Int. Res. Inst,
Class Field Theory

[Sa3] I. Satake, On a certain invariants of the groups of type E6 and E7, J. Math. Soc. Japan 20 (1968)
322-335.

[Se] J. P. Serre, Cohomologie Galoisienne (5th ed.), Springer Verlag 1994.

[Sp] T. A. Springer, Linear Algebraic Grours (2nd ed.), Birkhauser 1998.

[St] R. Steinberg, Lectures on Chevalley Groups, Yale Univ. 1967.

[T1] J. Tits, Classification of algebraic simisimple groups, in [AG], 33 - 62.

[T2] J. Tits, Strongly inner anisotropic forms of simple algebraic groups, J. Algebra 131 (1990) 648-677.

[W] A. Weil, Algebras with involutions and the classical groups, J. Ind. Math. Soc. 24 1960
589-623.

79


