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記号

Z : 整数全体, Q : 有理数全体, R: 実数全体, C : 複素数全体

Rを環とするとき
Mm,n(R) : Rを成分にもつ (m,n)行列の全体

Rm =Mm,1(R) : Rに成分をもつ m次元列ベクトル全体
Mn(R) =Mn,n(R) : Rに成分をもつ n次正方行列全体
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1 体の対合

Def 集合 R上に２つの演算

(和) R × R −→ R : (a, b) 7→ a + b (積) R × R −→ R : (a, b) 7→ ab

が定義されていて,以下をみたすときに Rを単位的環または単に環 (ring)という.

(R1) Rは和についてアーベル群になる.

(R2) ∀a, b, c ∈ Rについて a(bc) = (ab)c.

(R3) ∃e ∈ R s.t. ∀a ∈ Rについて ae = ea = a.

(R4) ∀a, b, c ∈ Rについて, a(b + c) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc.

さらに積の交換法則 ab = ba , (∀a, b ∈ R)が成り立つとき, Rを可換環という.

Def Rを環とする. 0 , a ∈ Rが

∃x ∈ R s.t. ax = xa = e

を満たすとき, aを可逆元または単元という. xを aの逆元といい, a−1 と表す. Rの単元
全体の集合を R× と表し Rの単数群 (unit group)という.

例 Rを可換環, n ≥ 2とするとき, Mn(R)は行列の和と積により非可換環になる.

a ∈Mn(R)× ⇐⇒ aは逆行列 a−1 をもち,かつ a−1 ∈Mn(R) ⇐⇒ det a ∈ R×

Mn(R)× を GLn(R)と表す.

Def Rが環で R× = R− {0}を満たすとき, Rを斜体 (skew field)という. とくに Rが可換
環のときは体 (field)という.

例

(1) Q,R,Cは体. pを素数とするとき Fp = Z/pZは体.

(2) 0 , ξ ∈ Cで ξ < Q, ξ2 ∈ Qとなる ξを固定する. このとき

Q(ξ) = {a + bξ : a, b ∈ Q}

は体である. ξ ∈ R (ξ < R)のとき実 2次体 (虚 2次体)という.

以下 Kを体, ch(K) , 2 (すなわち F2 1 K)を仮定する.
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Def 写像 ρ : K −→ Kが 2条件

(I1) ρ(a + b) = ρ(a) + ρ(b), ρ(ab) = ρ(a)ρ(b) (∀a, b ∈ K)

(I2) ρ , idK, ρ2 = ρ ◦ ρ = idK. (idK は Kの恒等写像. )

を満たすとき, Kの対合 (involution)という. 対合は全単射で ρ−1 = ρである.

例

(1)複素共役 C −→ C : z 7→ zは対合である.

(2) ξ ∈ Cを, ξ < Q, ξ2 ∈ Qとする. Q(ξ) = {a + bξ : a, b ∈ Q}に対し

ρ : Q(ξ) −→ Q(ξ) : a + bξ 7→ a − bξ

は対合である.

Lemma 1� �
ρ : K −→ Kを対合として,

F = Kρ = {a ∈ K : ρ(a) = a}

とする. このとき
(1) Fは体である.
(2) K の元 ξ , 0で ρ(ξ) = −ξ となるものが存在し, K は 1, ξ を基底とする 2次元 F
ベクトル空間になる. また ξ2 ∈ Fである.� �
証明 (1) は容易. (2) ρ , idK だから b ∈ K, b < F がとれる. ξ = b − ρ(b) , 0 とおけば
ρ(ξ) = −ξ. 残りは容易. □

Def E ⊂ K を部分集合とする. E自身が K の和と積により体になるとき, Eを K の部分
体という. このとき

E × K −→ K : (λ, a) 7→ λa

をスカラー倍とみることにより, Kは E上のベクトル空間になる.

[K : E] = dimE K

とおいて,これを拡大次数とよぶ. とくに n = [K : E] < ∞のとき, Kを Eの n次拡大とい
う. また F,Eが共に Kの部分体で, F ⊂ E ⊂ Kであるとき, Eを Fと Kの中間体という. こ
のとき

[K : F] = [K : E][E : F]

が成り立つ.
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例

(1) Cは Rの 2次拡大.

(2) Q(ξ)がQの実または虚 2次体ならば, Q(ξ)はQの 2次拡大

(3) ρ : K −→ Kが対合ならば, Kは F = Kρ の 2次拡大

Lemma 2� �
E ⊂ Kを部分体で [K : E] = 2とする. このとき

∃ρ : K −→ K 対合 s.t. Kρ = E

このような ρは一意である.� �
証明 ξ ∈ K, ξ < Eをとる. このとき 1, ξは Kの E上の基底になる. したがって

ξ2 = p + qξ, (p, q ∈ E)

と書ける. ξは 2次方程式 X2 − pX − q = 0の一つの解であるから

X2 − pX − q = (X − ξ)(X − ξ′)

と分解され, ξ′ = −qξ−1 ∈ Kとなる. そこで

ρ : K −→ K : ρ(a + bξ) = a + bξ′

と定義すれば,これは対合になる.

(一意性): ρ1 がもう一つの対合で Kρ1 = Eを満たすとする. ρ1(ξ) = ηとおく. このとき

η2 = ρ1(ξ2) = ρ1(p + qξ) = p + qρ1(ξ) = p + qη

だから, η = ξ, ξ′. η = ξならば ρ1 = idK となってしまうので, η = ξ′. よって ρ1 = ρ. □

例

(1) Qの部分体は Q自身しかないので, Qは対合を持たない.

(2)同様に R, Fp も対合を持たない.

(3) Cは無限個の対合をもつ.

(4) 0 , p, q ∈ Zを異なる素数とする.

K = {a + b
√

p + c
√

q + d
√

pq : a, b, c, d ∈ Q} ⊂ R

とけば KはQの拡大体で [K : Q] = 4である. Kは 3個の自明でない部分体をもつ.

F1 = Q(
√

p), F2 = Q(
√

q), F3 = Q(
√

pq)

それぞれに対応する Kの対合 ρ1, ρ2, ρ3 があって Kρi = Fi を満たす.
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2 四元数環

Kを体, ch(K) , 2とする.

対合 ρ : K −→ Kを固定して, F = Kρ とする.

Def β ∈ F× を固定して, M2(K)の部分集合 Dを

D = D(K, β) =
{(

a b
βρ(b) ρ(a)

)
: a, b ∈ K

}
とおく. この Dを四元数環 (quaternion algebra)という.

Lemma 3� �
ρ(ξ) = −ξとなる ξ ∈ K× を固定し, α = ξ2 ∈ F× とおき, Dの元

e0 = I2, e1 =

(
ξ 0
0 −ξ

)
, e2 =

(
0 1
β 0

)
, e3 = e1e2 =

(
0 ξ
−βξ 0

)
をとる.
(1) Dは e0, e1, e2, e3 を基底にもつ 4次元 Fベクトル空間である.
(2) Dは行列の和と積により環になる. とくに e0 は積の単位元で

e2
1
= αe0, e2

2
= βe0, e2

3
= −αβe0， eie j = −ejei (i , j, i, j = 1, 2, 3)

(3) a ∈ Kに対し,対応 a 7→ diag(a, ρ(a)) ∈ Dにより K ⊂ Dとみなす. このとき

D = Ke0 + Ke2, ae2 = e2ρ(a) (∀a ∈ K)

であり, Dは e0, e2 を基底にもつ 2次元Kベクトル空間である.
(4) X ∈ Dについて, XY = YX ∀Y ∈ D ⇐⇒ X = ae0 a ∈ F.� �

(証明は行列の計算により容易)

例

K = C, ρ(z) = zとする. F = Rである. ξ =
√
−1にとれて, α = −1. β = −1とすると

H = D(C,−1) = Re0 + Re1 + Re2 + Re3,
e３＝ e1e2, e2

i = e2
2 = e2

3 = −e0

eie j = −e jei (i , j, i, j = 1, 2, 3)

をハミルトン四元数体という. Hは斜体である. 実際

X =
(

x y
−y x

)
, 0 に対し X−1 =

1
|x|2 + |y|2

(
x −y
y x

)
∈ D
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3 多元環

Def Fを体として, Vを Fベクトル空間とする. Vに積

V × V −→ V : (u, v) 7→ uv

が定義されていて,次を満たすとき Vを F-多元環 (F-algebra)という.

(AL1) Vは積の単位元 1V をもち,積とベクトル空間の和により環になる.

(AL2) ∀a, b ∈ F, ∀u, v ∈ Vに対し, (au)(bv) = abuv.

このとき F −→ V : a 7→ a1V は単射なので, Fと F1V を同一視して F ⊂ Vとみなす.

例

(1) Mn(F)は有限次元 F-多元環である.

(2) 1変数多項式環 F[X]は無限次元 F-多元環である.

(3) D(K, β)は, F = Kρ とすると 4次元 F-多元環である. K-多元環ではない.

(4) V = Fu0 + Fu1 + Fu2 + Fu3 を u0,u1,u2, u3 を基底にもつ 4次元ベクトル空間とする.
0 , α, β ∈ Fを固定する. ui の間の積を

• u2
0 = u0, u0ui = uiu0 (i = 1, 2, 3)

• u2
1 = α, u2

2 = β, u1u2 = −u2u1 = u3

(上の二つから, u2
3 = −αβ, u1u3 = −u3u1 = αu2, u2u3 = −u3u2 = −βu1)

により定義する. これから, Vの任意の元の積を 3∑
i=0

aiui


 3∑

j=0

b ju j

 = 3∑
i, j=0

aib juiu j (ai, b j ∈ F)

と定義することにより, Vは F-多元環になる. V = (α, β)F と表す.

Def VとWを F-多元環とする. 写像 f : V −→Wが,

• F-線形で f (1V) = 1W

• f (uv) = f (u) f (v) (∀u, v ∈ V)

を満たすとき, f を (F-多元環の)準同型写像という. さらに, 全単射であるとき, f を同型
写像という. VとWの間に同型写像が存在するとき, VとWは (F-多元環として)同型で
あるといい, V �Wと表す.
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例

(1) H = D(C,−1) = Ce0 + Ce2 とする. 0 < θ ∈ Rをとり

D(C,−θ) = Ce′0 + Ce′2, e′22 = −θe′0

とする. このとき,写像

g : D(C,−θ) −→ D(C,−1) : ae′0 + be′2 7→ ae0 + b
√
θe2

は R線形同型写像で,

g(XY) = g(X)g(Y) (∀X,Y ∈ D(C,−θ))

が成り立つ. つまり D(C,−θ) � D(C,−1).

(2) (α, β)F � (β, α)F

(3) α, β, p, q ∈ F× とするとき (α, β)F � (αp2, βq2)F. (練習問題)

(4)任意の α ∈ F× に対し (α, 1)F � (1, α)F �M2(F). (練習問題)

(5) D(K, β)で F = Kρ, K = F + Fξ, ρ(ξ) = −ξ, ξ2 = α ∈ Fとする. このとき

D(K, β) � (α, β)F : ei ←→ ui

(6)逆に (α, β)Fに対し, ξ =
√
α < Fとする. K = F(ξ) = F+Fξは体になり, ρ(a+bξ) = a−bξ

は Kの対合で Kρ = F. これにより

(α, β)F � D(K, β)

(7) (5), (6)により, (α, β)F の全体は D(K，β)の全体を含むとみてよい. (α, β)F も四元数環と
いう. (一般四元数環 (generalized quaternion)ということもある.)

(8) (3) ,(4), (5)より

D(K, β) � D(K, βq2) (∀q ∈ F×), D(K, 1) �M2(F)

(9) F = Rのとき (1), (3), (4), (8)より

D(C, β) �

M2(R) (β > 0)

H (β < 0)
, (α, β)R �

M2(R) (α > 0または β > 0)

H (α < 0かつ β < 0)

(10) F = Cのときは
(α, β)C �M2(C) (∀α, β ∈ C×)
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4 四元数環のノルムとトレース

Fを体, ch(F) , 2として

α, β ∈ F×, ξ =
√
α < F, K = F + Fξ, Kρ = F

とする. このとき

D(K, β) � (α, β)F = Fu0 + Fu1 + Fu2 + Fu3 (u0 = 1, u2
1 = α, u2

2 = β, u3 = u1u2)

Def v = a0u0 + a1u1 + a2u2 + a3u3 (ai ∈ F)に対し,

vι = a0u0 − a1u1 − a2u2 − a3u3

を vの共役という. また

N(v) = vvι = vιv = a2
0 − αa2

1 − βa2
2 + αβa2

3 ∈ F

を vのノルム,
T(v) = v + vι = 2a0 ∈ F

を vのトレースという.

注 v ∈ D(K, β)とみて

v =
(

s t
βρ(t) ρ(s)

)
, s = a0 + a1ξ, t = a2 + a3ξ ∈ K

と表示した場合,

vι =
(

s t
βρ(t) ρ(s)

)ι
=

(
ρ(s) −t
−βρ(t) s

)
である. そして

N(v) = (det v)I2， T(v) = (s + ρ(s))I2 = Tr(v)I2

となる.

Lemma 4� �
∀v,w ∈ (α, β)F に対し
(1) (vι)ι = v, (vw)ι = wιvι

(2) N(vw) = N(v)N(w)
(3) vが単元⇐⇒ N(v) , 0. このとき v−1 = N(v)−1vι である.� �
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証明 (1)は直接の計算. (2)は注から明らか.

(3) v が単元ならば v−1 ∈ (α, β)F が存在して, vv−1 = 1. よって 1 = N(1) = N(vv−1) =
N(v)N(v−1)から N(v) , 0. 逆に N(v) , 0ならば v−1 = N(v)−1vι である. □

定理 1� �
D = (α, β)F に対し,以下の 4条件は互いに同値である.

(SQ1) D � M2(F)

(SQ2) Dは斜体ではない

(SQ3) 0 , ∃v ∈ D s.t. N(v) = 0

(SQ4) ∃z ∈ K = F(
√
α) s.t. β = zρ(z)

とくに D � M2(F)である四元数環は斜体である.� �
証明 (SQ1) =⇒ (SQ2)は自明. (SQ2) =⇒ (SQ3)は Lemma 4 (3)から容易.

(SQ3) =⇒ (SQ4) : N(v) = 0となる v , 0を

v = a0u0 + a1u1 + a2u2 + a3u3

とする. もし a2 = a3 = 0ならば v ∈ Kで N(v) = vρ(v) = 0となるから, v = 0で矛盾. よっ
て a2 , 0または a3 , 0. このとき

0 = N(v) = a2
0 − αa2

1 − β(a2
2 − αa2

3), β =
a2

0 − αa2
1

a2
2 − αa2

3

= zρ(z), z =
a0 + a1

√
α

a2 + a3
√
α

(SQ4) =⇒ (SQ1) : β = zρ(z) とすると, β−1 = z−1ρ(z−1). そこで z−1 = a + b
√
α とする.

w1 = au2 + bu3 とおけば,

w2
1 = βa2 − αβb2 = β(a2 − αb2) = βz−1ρ(z−1) = 1

また w1u1 = −u1w1. これから

w2 = (1 + α)u1 + (1 − α)w1u1

とおけば

w1w2 = (1 + α)w1u1 + (1 − α)u1 = −w2w1 かつ w2
2 = (1 + α)2α − (1 − α)2α = 4α2

これにより

D = Fu0 + Fw1 + Fw2 + Fw1w2, w2
1 = 1, w2

2 = 4α2, w1w2 = −w2w1

だから
D � (1, 4α2)F �M2(F)

□
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5 回転群とハミルトン四元数体

K = R,Cとする. X = (xi j) ∈Mm,n(K)に対し

X∗ = tX =

tX (K = R)
tX = t(xi j) (K = C)

と定める.

Un(K) = {A ∈ GLn(K) : AA∗ = In} =
On(R) (K = R)直交群

Un(C) (K = C)ユニタリ群

SUn(K) = {A ∈ Un(K) : det A = 1} =
SOn(R) (K = R)特殊直交群

SUn(C) (K = C)特殊ユニタリ群

とおく.

例 A ∈ SO3(R)は必ず 1を固有値にもつ. その長さ 1の固有ベクトルを v1 として, v1 の
直交補空間を Eとすると

R3 = Rv1 ⊕ E

Eの正規直交基 v2, v3 をその外積が v2 × v3 = v1 を満たすようにとる. この基底に関する
Aの行列表示は

A =


1 0 0
0 cosθ − sinθ
0 sinθ cosθ


となる. よって Aは,直線 Rv1 の周りの角度 θの回転になる.

ハミルトン四元数体

H = (−1,−1)R = D(C,−1) =
{(

a b
−b a

)
: a, b ∈ C

}
は斜体で, H× = H − {0}. 通常

H = R1 + Ri + R j + Rk, i2 = j2 = −1, k = i j = −i j

と表す. C = R1 + Riから,

H = C + C j, zj = jz (∀z ∈ C)

この表示で

u = a + bj =
(

a b
−b a

)
∈ H, N(u) = |a|2 + |b|2
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Lemma 5� �
H1 = {u ∈ H : N(u) = 1}はH× の部分群で, H1 = SU2(C)である.� �
証明

A =
(
a b
c d

)
∈ SU2(C)

とすると
aa + bb = 1, ac + bd = 0, ad − bc = 1

から (
a −b
b a

) (
d
c

)
=

(
1
0

)
よって

(
d
c

)
=

(
a b
−b a

) (
1
0

)
=

(
a
−b

)
□

Hの部分空間

H0 = {u ∈ H : uι = −u} = Ri + R j + Rk � R3 : xi + yj + zk←→


x
y
z


をとる. R3 の標準内積により, H0 を内積空間とみる.

||u||2 = (u,u) = N(u) (∀u ∈ H0)

である.

Prop 1� �
(1) ∀α ∈ H1, ∀u ∈ H0 に対し, αuα−1 ∈ H0.
(2) α ∈ H1 に対し, Tα : H0 −→ H0 : Tα(u) = αuα−1 は R線形で, Tα ∈ SO3(R).
(3) T : H1 = SU2(C) −→ SO3(R) : α 7→ Tα は全射準同型で KerT = {±1}である.� �
証明 (1) α ∈ H1 だから α−1 = αι. よって

u ∈ H0 =⇒ (αuα−1)ι = αuια−1 = α(−u)α−1 = −αuα−1

となり, αuα−1 ∈ H0.

(2) Tα が線形であることは明らか.

||Tα(u)|| = N(αuα−1) = N(α)N(u)N(α−1) = N(u) = ||u||

から Tα ∈ O3(R). T±1 は恒等写像なので, α , ±1として

α = a + bi + cj + dk (a, b, c, d ∈ R)
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とおく.
1 = N(α) = a2 + b2 + c2 + d2

から |a| < 1. そこで θ = cos−1 a ∈ (0, π)をとり

e1 =
bi + cj + dk

sinθ
∈ H0

とおけば
α = cosθ + sinθe1

と書ける. 定義と 1 = ααι = (cosθ + sinθe1)(cosθ − sinθe1)より

||e1|| = 1, e2
1 = −1

である. e2 ∈ H0 を
(e1, e2) = 0, ||e2|| = 1

ととる. eι2 = −e2 だから
e2

2 = −e2eι2 = −||e2||2 = −1

で,さらに

(e1 + e2)2 = −(e1 + e2)(e1 + e2)ι = −(e1 + e2, e1 + e2) = −(||e1||2 + ||e2||2) = −2

他方
(e1 + e2)2 = e2

1 + e1e2 + e2e1 + e2
2 = −2 + e1e2 + e2e1

よって
e1e2 = −e2e1

したがって e3 = e1e2 とおけば

H0 = Re1 + Re2 + Re3, e2
1 = e2

2 = −1, e3 = e2e1 = −e2e1

α = cosθ + sinθe1, α−1 = αι = cosθ − sinθe1 で,基底 e1, e2, e3 による Tα の行列表示を計
算する.

Tα(e1) = N(α)e1 = e1

Tα(e2) = (cosθ + sinθe1)e2(cosθ − sinθe1) = cos 2θe2 + sin 2θe3

Tα(e3) = − sin 2θe2 + cos 2θe3

から

Tα =


1 0 0
0 cos 2θ − sin 2θ
0 sin 2θ cos 2θ
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(3) Tが準同型であることは容易. Tα = I3 とする. このとき

∀u ∈ H0, αu = uα

だから, Lemma 3 (4)により, α = aI2, (a ∈ F)となる. N(α) = a2 = 1より a = ±1. よって
KerT = {±I2}. 全射であることを示す. A ∈ SO3(R)に対し, H0 の正規直交基 e1, e2, e3 を適
当にとれば,この基底に関する Aの行列表示が

1 0 0
0 cos 2θ − sin 2θ
0 sin 2θ cos 2θ


となるようにできる. このとき α = cosθ+ sinθe1とすれば, α ∈ H1で, Tα = Aである. □

14



6 単純環の構造定理

以下 Rを単位的環とする.

Def Rの両側イデアル,すなわち

J ⊂ R s.t.

a + b ∈ J (∀a, b ∈ J)

ax, xa ∈ J (∀a ∈ J, ∀x ∈ R)

であるような Jが, {0}と R自身に限られるとき, Rを単純環 (simple ring)という.

Def 加群Mに対し, Rのスカラー積

M × R −→M : (x, a) 7→ xa

が定義されていて,任意の a, b ∈ R, x, y ∈ Mで次が成り立つとき, Mを右 R加群 (right R
module)という.

(M1) (x + y)a = xa + ya

(M2) x(a + b) = xa + xb

(M3) x(a · b) = (xa)b

(M4) x1R = x

さらに, Mの部分 R加群が, {0}とM自身に限られるとき, Mを単純という.

例

(1) Dを斜体とすると, Dは単純環である.

ZD = {x ∈ D : xy = yx (∀y ∈ D)}

を Dの中心という. ZD は体になる. F = ZD とおけば, Dを Fベクトル空間と見なすこと
により, Dは F-多元環になる.

(2)体 Fの行列環Mn(F)は単純環である. (証明は下の Prop 2.)

(3) 四元数環 (α, β)F は M2(F) に同型であるか, そうでなければ斜体であるから, 単純環に
なる.

Prop 2� �
Dを斜体として, F = ZD とする.
(1) Dに成分をもつ行列環Mn(D)は F-多元環であり,単純環である.
(2)任意の単純右Mn(D)加群はM1,n(D)に同型である.� �
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証明 (1) Mn(D)は行列の和と積で F-多元環になる. 各 i, j = 1, 2, · · · ,nに対し

ei j = (i, j)成分だけが 1で,それ以外の成分が 0である (n,n)行列

とおけば.

ei j · ekl =

{
eil ( j = k)
0 ( j , k)

(1 ≤ i, j, k, l ≤ n).

J ⊂ Mn(D)を両側イデアルで J , {0}とする. 0 , a = (ai j) ∈ Jがとれて, akl , 0とする. こ
のとき

(a−1
kl eik) · a · eli = eii ∈ J (i = 1, 2, · · · , n)

より
In = e11 + e22 + · · · + enn ∈ J

よって J =Mn(D)となる.

(2) M1,n(D) = e11D + e12D + · · · + e1nD = e11Mn(D)と同一視できる.

u = e11a1 + · · · + e1nan , 0, (a1, · · · , an ∈ D)

を任意にとる. ∃e1iai , 0. このとき

e1 j = ua−1
i ei j ∈ uMn(D) ( j = 1, · · · , n) よって uMn(D) =M1,n(D)

となり, M1,n(D)は単純である.

Mを任意の単純右Mn(D)加群として, 0 , x ∈Mをとる. このとき

x = xIn = xe11 + xe22 + · · · + xenn

から, ∃xeii , 0. Mの単純性からM = xeiiMn(D). eiiMn(D) � e11Mn(D)は単純右Mn(D)加
群である. 写像

eiiMn(D) −→ xeiiMn(D) =M : a 7→ xa

は全射Mn(D)準同型で, eiiMn(D)の単純性から単射である. □

Def {0} , I ⊂ Rを右イデアルとする. Rの右イデアル Jで, {0} ⫋ J ⫋ Iとなるものが存在
しないとき, Iを極小であるという.

例 Dを斜体として, R = Mn(D)とする. Prop 2 (2)から Ji = eiiR (i = 1, · · · ,n)は単純 R-
加群であるから極小右イデアルになる. J1, J2, · · · , Jnで極小右イデアルは尽きる. Rの任意
の右イデアルは

Ji1 + Ji2 + · · · + Jik (1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n)

と表わせる.
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右イデアル I ⊂ Rに対し

EndR(I) =
{

f : I −→ I :
f (a + b) = f (a) + f (b) (a, b ∈ I)

f (ar) = f (a)r (a ∈ I, r ∈ R)

}
とする. EndR(I)は和と積

( f1 + f2)(a) = f1(a) + f2(a), ( f1 ◦ f2)(a) = f1( f2(a)) ( f1, f2 ∈ EndR(I), a ∈ I)

により,環になる.

Lemma 6� �
極小右イデアル I ⊂ Rが存在したとする.
(1) 0 , x ∈ Iならば, I = xRである.
(2) EndR(I)は斜体である.
(3) x ∈ I, xI , {0}ならば, ∃e ∈ I s.t. e2 = eかつ xe = x.� �
証明 (1) x , 0より, {0} ⫋ xR ⊂ I. 極小性から I = xR.

(2) 0 , f ∈ EndR(I) をとる. このとき Ker f ⫋ I は右イデアルだから, 極小性により
Ker f = {0}. よって f は単射. また {0} , Im f ⊂ Iも右イデアルだから, Im f = Iで f は全
射. f は全単射だから f −1 が存在する. f −1 ∈ EndR(I)は容易. よって 0 , ∀ f は単元だから
EndR(I)は斜体である.

(3) φ : I −→ I : φ(a) = xa とすると φ ∈ EndR(I). (2) から φ は全単射だから, ∃e ∈ I s.t.
φ(e) = x. すなわち xe = x. よって x(e2 − e) = 0で,単射性から e2 = eである. □

Def 環 Rの元 e , 0で e2 = eを満たすものをべき等元という. eがべき等元のとき,集合
eRe = {eae | a ∈ R}は, Rの和と積で閉じている. つまり

eae + ebe = e(a + b)e ∈ eRe, (eae)(ebe) = e(aeb)e ∈ eRe

さらに e(eae) = eae = (eae)eから, eが積の単位元となり, eRe自身が環になる.

Lemma 7� �
e ∈ Rをべき等元として, I = eRを単項右イデアルとする. このとき f ∈ EndR(I)に
対し, ψ( f ) = f (e)e ∈ Rとすれば, ψ( f ) ∈ eReであり,写像

ψ : EndR(I) −→ eRe

は環の全射準同型写像になる. もし Iが極小ならば, ψは同型になる.� �
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証明 f ∈ EndR(I)とすると, f (e) ∈ I = eRだから f (e)e ∈ Ie = eReである.

(ψは準同型) : f , g ∈ EndR(I)に対し

ψ( f + g) = ( f + g)(e)e = ( f (e) + g(e))e = f (e)e + g(e)e = ψ( f ) + ψ(g)

また f (e) = ea, g(e) = ebとすると, e2 = eから

ψ( f ◦ g) = ( f ◦ g)(e)e = f (g(e))e = f (eb)e = f (e)be = f (e2)be = f (e)ebe

= eaebe = (eae)(ebe) = ψ( f )ψ(g)

また idI ∈ EndR(I)を恒等写像とすれば, ψ(idI) = e2 = e. よって ψは環の準同型.

(全射性) : c ∈ R に対し, fc ∈ EndR(I) を fc(x) = ecx (x ∈ I) と定義する. このとき
ψ( fc) = eceから ψは全射.

Iが極小ならば EndR(I)は斜体. Kerψ ⫋ EndR(I)は両側イデアルだから , Kerψ = {0}. よっ
て ψは単射でとくに同型になる. □

系 1� �
D1 と D2 は斜体でMn1(D1) � Mn2(D2)ならば, n1 = n2 かつ D1 � D2 である.� �
証明 (n1 = n2): Mn1(D1) � Mn2(D2) の両辺の極小右イデアルの個数はそれぞれ n1, n2 で
それが一致しないといけないから, n1 = n2 となる.

(D1 � D2): n = n1 = n2 とし, R＝Mn(D1) � Mn(D2)とおく. I = e11Rとする. I は極小右
イデアルで, Lemma 6から D = EndR(I)は斜体である. e11 ∈ Iはべき等元だから, Lemma
7から, D � e11Re11 � D1 . 同様に D � D2.

□

極小右イデアル I ⊂ Rが存在したとする. このとき D = EndR(I)は斜体である.

D × I −→ I : α ∗ x = α(x)

でスカラー倍を定義することにより, Iは左Dベクトル空間になる.

L = EndD(I) = {g : I −→ I : 左D-線形写像 }

とおく. x ∈ I, g ∈ Lのとき, gによる xの像を x · gと表す. Lは和と積

x · (g1 + g2) = x · g1 + x · g2, x · (g1 ◦ g2) = (x · g1) · g2 (g1, g2 ∈ L, x ∈ I)

により環になる. もし dimD I = n < ∞ならば L �Mn(D)である.

18



Lemma 8� �
a ∈ Rに対し,写像 Ta : I −→ Iを x · Ta = xaにより定義すると,次が成り立つ.
(1) Ta ∈ L
(2)写像 T : R −→ L : a 7→ Ta は環準同型である.
(3) T(I) ⊂ Lは, Lの右イデアルである.� �
証明 (1), (2)は容易.

(3) b ∈ Iに対し, βb ∈ Dを

βb ∗ u = βb(u) = bu (u ∈ I)

により定義する. このとき, ∀g ∈ L, ∀x ∈ Iに対して

(bx) · g = (βb ∗ x) · g = βb ∗ (x · g) = b(x · g)

だから
b · (Ta ◦ g) = (b · Ta) · g = (ba) · g = b(a · g) = b · Ta·g (∀b ∈ I)

これから Ta ◦ g = Ta·g. つまり T(I) ◦ g ⊂ T(I) (∀g ∈ L)で T(I)は右イデアルになる.

□

定理 2 (Wedderburn)� �
V を有限次元 F-多元環とする. V が単純ならば,斜体 Dが存在し V � Mn(D)となる.
V から nは一意に定まり, Dは同型を除いて一意に定まる.� �
証明 {0} , I ⊂ Vを右イデアルで, dimF Iが最小になるものとする. このとき Iは極小右イ
デアルになる. D = EndV(I)は斜体であり, Iは左Dベクトル空間になる.

dimD I ≤ dimF I ≤ dimF V < ∞

Lemma 8 (2)より
T : V −→ EndD(I) �Mn(D)

は環準同型である.

(Tは単射) : Vは単純だから KerT = {0}なので.

(Tは全射) : ImT = T(V)に対し, 1n ∈ T(V)だから, T(V)Mn(D) ⊂ T(V)を示せばよい. Iか
ら生成された V の左イデアルを VI とおく. I は右イデアルであったから, VI は両側イデ
アルになる. V の単純性から V = VI. よって, T(V) = T(V)T(I)となり, Lemma 8 (3)から
T(I)Mn(D) = T(I)だから T(V)Mn(D) ⊂ T(V)となる.

(一意性)は系 1から従う. □
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7 中心的単純多元環

Fを体 (ch(F) = 2でもよい)とする.

Aを F-多元環とする.

ZA = {a ∈ A : ax = xa ∀x ∈ A}

を Aの中心という. F ⊂ ZA である.

Lemma 9� �
Aが単純ならば ZA は体である. とくに ZA は Fの拡大体である.� �
証明 a ∈ ZA, a , 0ならば, Aa = aAだから, Aaは両側イデアルとなる. 単純性からAa = A
となり, aは逆元 a−1 ∈ Aをもつ. a−1 ∈ ZA は容易. □

Def Aが F上有限次元の単純多元環かつ ZA = Fであるとき, Aを F-中心的単純多元環
(F- central simple algebra,略して F-c.s.) という.

例

(1)四元数環 (α, β)F は F-c.s. である. (Lemma 3 (4))

(2) Fが代数的閉体 (たとえば C)のとき, Aが F-c.s. ならば A �Mn(F)である.

証明 定理 2から, A �Mn(D). ここで Dは斜体.

F = ZA = ZMn(D) = ZD

であるから Fは Dの中心. ∀a ∈ Dに対し, dimF F(a) ≤ dimF D < ∞から, F ⊂ F(a)は代数
拡大になる. よって F = F(a)で a ∈ F. つまり D = F. □

A,Bを F-多元環 (有限次元でなくてもよい)とする.

Aと Bの F上のテンソル積を A ⊗ Bと表わす. これは次の性質をもつ.

(T1) A ⊗ Bの任意の元は

x1 ⊗ y1 + · · · + xk ⊗ yk (xi ∈ A, yi ∈ B, 1 ≤ k ∈ Z)

と表わせる.

(T2) Aの F上の基底を {ai}, Bの F上の基底を {b j}とすれば, A ⊗ Bは {ai ⊗ b j}i, j を基底に
もつ Fベクトル空間である.
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(T3) ∀x, x1, x2 ∈ A, ∀y, y1, y2 ∈ B, ∀λ ∈ Fに対し,

(x1 + x2) ⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y, x ⊗ (y1 + y2) = x ⊗ y1 + x ⊗ y2

λ(x ⊗ y) = (λx) ⊗ y = x ⊗ (λy)

(x1 ⊗ y1)(x2 ⊗ y2) = (x1x2) ⊗ (y1y2)

が成立. とくに A ⊗ Bは F-多元環である.

Lemma 10� �
A,Bを F-多元環とするとき, ZA⊗B = ZA ⊗ ZB である.� �
証明 {bi}を Bの F上の基底とすると, A ⊗ Bの元 xは

x =
∑

i

xi ⊗ bi, (xi ∈ A)

と一意に書ける. x ∈ ZA⊗B ならば,

∀a ∈ A, (a ⊗ 1)x = x(a ⊗ 1) つまり
∑

i

(axi) ⊗ bi =
∑

i

(xia) ⊗ bi

一意性から各 iについて axi = xia. よって xi ∈ ZA. したがって ZA⊗B ⊂ ZA ⊗ B. 次に {ai}を
ZA の F上の基底とすれば, ZA ⊗ Bの元 yは

y =
∑

i

ai ⊗ yi, (yi ∈ B)

と一意に書ける. もし y ∈ ZA⊗B ならば上と同様に yi ∈ ZB となり,よって ZA⊗B ⊂ ZA ⊗ ZB

となる. □

Lemma 11� �
Aを F-c.s. として, Bを F-多元環とする. 0 , I ⊂ A ⊗ Bが両側イデアルならば, I は
1A ⊗ b , 0という形の元を含む.� �
証明 Aは単純だから,

0 , ∀a ∈ A, ∃x1, x′1, x2, x′2, · · · , xm, x′m ∈ A s.t.
m∑

i=1

xiax′i = 1A

x ∈ Iに対し

p(x) = min{ j | xは x = a1 ⊗ b1 + · · · + a j ⊗ b j, (ai ∈ A, bi ∈ B)と表示される }
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とおき
p = min{p(x) | 0 , x ∈ I}

とする. まず p = 1を示す. p > 1と仮定してみる.

x ∈ I, p(x) = p, x = a1 ⊗ b1 + · · · + ap ⊗ bp

をとる. 上の注意から ap = 1A としてよい. このとき, ap−1 と ap は F上一次独立. (そうで
なければ p(x) < pとなり矛盾). とくに ap−1 < ZA = F. したがって

∃c ∈ A, cap−1 − ap−1c , 0

よって

x′ = (c ⊗ 1)x − x(c ⊗ 1) = (ca1 − a1c) ⊗ b1 + · · · + (cap−1 − ap−1c) ⊗ bp−1 , 0

で p(x′) < pで矛盾. 故に p = 1. これから 0 , a ⊗ b ∈ Iがとれる. 上の注意から∑
i

(xi ⊗ 1)(a ⊗ b)(x′i ⊗ 1) = 1A ⊗ b ∈ I

である. □

系 2� �
(1) Aが F-c.sで Bが単純 F-多元環ならば, A ⊗ Bは単純 F-多元環である.
(2) A,Bが共に F-c.s. ならば A ⊗ Bも F-c.sである.
(3) Aが F-多元環で Kが Fの拡大体のとき

Aが F-c.s. ⇐⇒ A ⊗ Kが K-c.s.

(4) Aが F-多元環で Fが Fの代数閉包のとき

Aが F-c.s. ⇐⇒ A ⊗ F � Mn(F)

(5) Aが F-c.s. ならば, dimF Aは自然数の平方数になる.� �
証明 (1)は Lemma 11から. (2)と (3)は (1)と Lemma 10から. (4)は (3)と例 (2)から.
(5)は (4)から. □
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8 中心的単純多元環の自己同型群

Fを体 (ch(F) = 2でもよい)とする.

Def Aを F-多元環として, Aに新しい積 ◦ : A × A −→ Aを

a ◦ b = ba (a, b ∈ A)

により定義する. この積により Aは F-多元環になる. これを Aの反転多元環といい, A◦に
より表す. Aが F-c.s. ⇐⇒ A◦ が F-c.s. である.

Lemma 12� �
A は F-c.s. で, dimF A = n2 とする. A の F ベクトル空間としての線形写像全体を
EndF(A) � Mn2(F)とする. このとき,写像

ψ : A ⊗ A◦ −→ EndF(A) : ψ(
∑

i

ai ⊗ bi)(v) =
∑

i

aivbi (v ∈ A)

は多元環の同型写像である.� �
証明 ψはテンソル積の普遍性によりwell-definedで,多元環の準同型であることは容易.
A ⊗ A◦ は単純だから ψ は単射. dimF A ⊗ A◦ = dim EndF(A) だから ψ は同型写像にな
る. □

Def Aを F-c.s. とする. 単数 a ∈ A× に対し,

ia : A −→ A : ia(x) = axa−1 (x ∈ A)

とおく. ia は多元環の自己同型写像である. この形の写像を内部自己同型という.

Aut(A) = { f : A −→ A : 多元環の同型写像 } : Aの自己同型群
Inn(A) = {ia | a ∈ A×} : Aの内部自己同型群
とおく. Inn(A) ⊂ Aut(A)は部分群で,写像 a 7→ ia により A×/Z×A � Inn(A)である.

Prop 3� �
Aが F-c.s. ならば Aut(A) = Inn(A)である. すなわち,

∀ f ∈ Aut(A) ∃a ∈ A× s.t. f (x) = axa−1 (x ∈ A)

� �
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証明 Aut(A) ⊂ EndF(A)だから, Lemma 12より

f (x) =
∑

i

aixbi (ai ⊗ bi ∈ A ⊗ A◦)

と書ける. ここで {ai}は Aの基底としてよい. f (xy) = f (x) f (y)より

0 =
∑

i

aixybi −
∑

i

aixbi f (y) =
∑

i

aix(ybi − bi f (y)), (∀x ∈ A)

したがって∑
i

ai ⊗ (ybi − bi f (y)) = 0 よって ybi − bi f (y) = 0 (∀y ∈ A, ∀i)

これから
y(biA) = (ybi)A = (bi f (y))A ⊂ biA つまり A(biA) ⊂ biA

となり biAは両側イデアルになる. 単純性から biA = {0}または A. よって, bi = 0または
bi ∈ A×. ∀bi = 0ならば f = 0となってしまうから, ∃bi ∈ A×. このとき f (y) = biyb−1

i とな
る. □

Prop 3より強く次が示せる.

定理 3 [Skolem-Noether]� �
Aを F-c.s., Bを有限次元単純 F-多元環とする. f, g : B −→ Aを共に自明でない多元
環の準同型とする. このとき ia ∈ Inn(A)で, g = ia ◦ f となるものが存在する.� �
証明 次の限定版を示す. A = Dは斜体, B = Kが体. (応用ではこのケースのみ扱う.)

R = K ⊗Dとおけば Rは K-c.s. である. Dの R-スカラー倍を

D × R −→ D : (x, α ⊗ y) 7→ f (α)xy

と定義して, Dを右 R-加群としたものを M f と表す. 同様に Mg ができる. M f ,Mg は右
D-加群として単純だから,右 R-加群としても単純. Prop 2 (2)より,単純右 R-加群はすべ
て同型だから,同型写像

ψ : M f −→Mg

がある. よって
ψ( f (α)xy) = g(α)ψ(x)y, (α ∈ K, x, y ∈ D)

ψは右D加群としての同型でもあるから, ψ(1D) = a ∈ Dとおくと, a ∈ D× で

ψ(1D) f (α) = ψ( f (α)1D) = g(α)ψ(1D) つまり a f (α) = g(α)a

□
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系 3� �
ch(F) , 2とする. Aを F-多元環とするとき

Aが四元数環 ⇐⇒ Aは 4次元 F-c.s.

� �
証明 ⇐=を示す. 定理 2から

A �Mn(D), 4 = dimF A = n2 dimF D

と書ける. これから, n = 1, 2である.

n = 2ならば dimF D = 1から F = D. よって A �M2(F) = (1, 1)F.

n = 1のとき. A � Dは斜体. a ∈ A, a < Fをとる. このとき K = F(a)は Fの拡大体で, A
は自然に Kベクトル空間となるから

4 = dimF A = [K : F] dimK A

が成り立つ. K , F だから, これが成り立つのは [K : F] = 2, dimK A = 2 のときに限る.
よって Kは 2次拡大で, Kρ = Fとなる対合 ρがある. そこで

f = idK : K −→ K ⊂ A, g = ρ : K −→ K ⊂ A

に定理 3限定版を適用すれば,

∃b ∈ A× s.t. ρ(x) = bxb−1 (x ∈ K)

明らかに b < Kで, dimK A = 2だから

A = K + Kb, xb = bρ(x) (x ∈ K)

β = b2 ∈ ZA = Fだから, A � D(K, β)となる. □

系 4� �
ch(F) , 2として, K/Fを 2次拡大, α, β ∈ F× する. このとき

D(K, α) � D(K, β) ⇐⇒ ∃z ∈ K× s.t. β = zρ(z)α

� �
証明 (⇐=)

D(K, α) = K + Ku, u2 = α, au = uρ(a) (∀a ∈ K)
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である. z ∈ K× をとり v = zwとおくと

D(K, α) = K + Kv, v2 = zρ(z)α, av = vρ(a) (∀a ∈ K)

だから
D(K, α) � D(K, zρ(z)α)

(=⇒)
D(K, β) = K + Kw, w2 = β, aw = wρ(a) (∀a ∈ K)

として
φ : D(K, α) −→ D(K, β) : 同型

とする.
idK : K −→ D(K, β), φ : K −→ D(K, β)

に定理 3限定版を適用すると,

∃y ∈ D(K, β) s.t. φ(a) = yay−1 (∀a ∈ K)

t = y−1φ(u)y ∈ D(K, β)とおく. このとき a ∈ Kに対し

at = ay−1φ(u)y = y−1φ(au)y = y−1φ(uρ(a))y = y−1φ(u)yy−1φ(ρ(a))y = tρ(a)

これから
atw−1 = tw−1a (∀a ∈ K) つまり z = tw−1 ∈ K

で
t2 = zwzw = zρ(z)w2 = zρ(z)β

他方
t2 = y−1φ(u2)y = y−1αy = α

□
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9 2次形式

Fは体で ch(F) , 2とする.

Def Vを有限次元 Fベクトル空間とする. 写像

Q : V −→ F

が次を満たすとき, Qを 2次形式, (V,Q)を 2次空間という.

(Q1) Q(av) = a2Q(v) (∀a ∈ F, ∀v ∈ V)

(Q2) B : V × V −→ Fを B(u, v) = 2−1(Q(u + v) −Q(u) −Q(v))と定義すれば, Bは双線形
形式である.

(V,Q)を 2次空間とする. Vの基底 e1, · · · , en を固定して, V � Fn と同一視する. このとき

B(ei, e j) = bi j ∈ F, TQ = (bi j) ∈Mn(F)

とおけば, tTQ = TQ であり

B(u, v) = tuTQv, Q(v) = B(v, v) = tvTQv

となる. TQ を QのGram行列という. e′1, · · · , e′n を Vの別の基底として,

T′Q = (b′i j), b′i j = B(e′i , e
′
j)

とすると
T′Q =

tPTQP, P ∈ GLn(F) s.t. (e′1, · · · , e′n) = (e1, · · · , en)P

の関係がある. とくに det TQ ∈ Fは (F×)2 = {a2 : a ∈ F×}を法として, 基底に依らずに決
まる.

Def 2次空間 (V,Q)に対し,

δ(Q) = (−1)n(n−1)/2 det TQ mod (F×)2

を Qの判別式 (discriminant)という. δ(Q) , 0のとき, (V,Q)は非退化という.

記号

(1) 2次空間 (Fn,Q)が,標準基底で TQ = diag(α1, · · · , αn) (対角行列)となるとき,

(Fn,Q) = ⟨α1, · · · , αn⟩F

と表わす.
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(2) 2次空間 (V,Q)と λ ∈ F× に対し, (V, λQ)も 2次空間である.

(3) (V1,Q1), (V2,Q2)が２次空間のとき, V = V1 ⊕ V2 として,

Q(v1 + v2) = Q1(v1) +Q2(v2), v1 ∈ V1, v2 ∈ V2

とすると (V,Q)は 2次空間になる, これを (V1,Q1) ⊥ (V2,Q2)と表わす. V1,V2 の基底か
ら Vの基底をとれば, TQ = diag(TQ1 ,TQ2)となる.

Def (V,Q)を非退化 2次空間とする.

(1) v ∈ Vが Q(v) = 0のとき等方ベクトルといい, Q(v) , 0のとき非等方ベクトルという.

(2)部分空間W ⊂ V が 0と異なる等方ベクトルを持つとき等方的であるという. 等方的
でない部分空間を非等方的という.

(3)部分空間W ⊂ Vの元がすべて等方的であるとき,全等方的であるという.

例

(1) (F2n,Q)が,標準基底 e1, e2, · · · , e2n により

TQ =

(
0n In

In 0n

)
で定義された 2次空間とすると, W = Fe1 + Fe2 + · · · + Fen は全等方的である. (F2n,Q)を
双曲空間といい, H2n と表す.

(2) (V,Q)を非退化 2次空間, W ⊂ Vを部分空間とすると,制限 (W,Q|W)も 2次空間である.

W⊥ = {v ∈ V : B(v,w) = 0 ∀w ∈W}

をWの直交補空間という. 次は容易.

• dim W⊥ = dim V − dim W

• (W⊥)⊥ =W

• V =W ⊕W⊥⇐⇒W ∩W⊥ = {0} ⇐⇒ Q|W が非退化

• Wが全等方的 ( Q|W = 0)⇐⇒W ⊂W⊥

• Wが非等方的ならば Q|W は非退化

Lemma 13� �
(V,Q)を非退化 2次空間とする. このとき

∃e1, · · · , en V の基底 s.t. TQ = diag(α1, · · · , αn)

(このような基底を直交基底という.)� �
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証明 n = dim V についての帰納法. Q(e1) , 0となる e1 ∈ V をとる. W = Fe1 は非等方的
だから, V =W ⊕W⊥ で, (W⊥,Q|W⊥)は非退化 2次空間になる. 帰納法の仮定から

∃e2, · · · , en−1 ∈W⊥ 基底 s.t. TQ|W⊥ = diag(α2, · · · , αn)

このとき e1, e2, · · · , en をとればよい. □

Def (V1,Q1), (V2,Q2)を 2次空間とする. 写像

f : V1 −→ V2

が次を満たすとき,等長写像 (isometry)という.

(IS1) f は線形写像である.

(IS2) Q2( f (v)) = Q1(v) (∀v ∈ V1)

さらに f が全単射のとき,等長同型写像という. このとき (V1,Q1)と (V2,Q2)は同型であ
るといい, (V1,Q1) � (V2,Q2)と表わす.

注 非退化 2次空間の等長写像は必ず単射になるので,等長写像が全射であれば等長同型
写像になる.

例

(1) (Fn,Q) � (Fn,Q′) ⇐⇒ ∃P ∈ GLn(F) s.t. TQ′ =
tPTQP.

(2) 0 , ∀α ∈ Fに対し, ⟨α,−α⟩F � H2. 実際(
1 α/2
1 −α/2

) (
0 1
1 0

) (
1 1
α/2 −α/2

)
=

(
α 0
0 −α

)
(3) 0 , ∀α1, · · · , αn, ξ1, · · · , ξn ∈ Fに対し

⟨α1, · · · , αn⟩F � ⟨α1ξ
2
1, · · · , αnξ

2
n⟩F

(4) H2n � H2 ⊥ H2 ⊥ · · · ⊥ H2

(5) F = Cのとき, (Cn,Q)が非退化ならば

(Cn,Q) � ⟨1, · · · , 1⟩C �
H2m (n = 2m)

H2m ⊥ ⟨1⟩C (n = 2m + 1)

29



10 Wittの定理

Fは体で ch(F) , 2とする.

(V,Q)が非退化 2次空間, dim V = nのとき

O(V) = O(V,Q) = {g : V −→ V : 等長写像 } � {g ∈ GLn(F) : tgTQg = TQ}

を Qの直交群という.

定理 4 [Witt]� �
(V,Q)を非退化 2次空間として, V1,V2 は Q|V1 ,Q|V2 が非退化であるような V の部分
空間とする. このとき

h : V1 −→ V2

が等長同型ならば
∃g ∈ O(V) s.t. g|V1 = h

� �
証明 m = dim V1 = dim V2 の帰納法で示す.

m = 1のとき. V1 = Fx,V2 = Fy = Fh(x)で, Q(x) = Q(y) , 0である.

Q(x + y) +Q(x − y) = 4Q(x) , 0

だから, Q(x + y) , 0または Q(x − y) , 0. Q(x + y) , 0としてよい. z = x + y, W = {z}⊥
として,

g : V = Fz ⊕W −→ V = Fz ⊕W : g(αz + w) = αz − w

と定義すると, g ∈ O(V). x− y ∈Wだから g(x) = g((z+ x− y)/2) = (z− x+ y)/2 = y. よっ
て g|V1 = h.

m > 1とする. x ∈ V1, Q(x) , 0をとり,

y = h(x), W1 = V1 ∩ {x}⊥, W2 = h(W1)

とおけば
V1 = Fx ⊕W1, V2 = Fy ⊕W2

となる. m = 1のケースから

∃g1 ∈ O(V) s.t. g1(y) = x

このとき g1W2 =W′
1 ⊂ {x}⊥ とおけば

W1,W′
1 ⊂ {x}⊥, g1 ◦ h : (W1,Q|W1) � (W′

1,Q|W′1), dim W1 = m − 1
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だから,帰納法の仮定を ({x}⊥,Q|{x}⊥)に適用して

∃g2 ∈ O({x}⊥) s.t. g2|W1 = g1 ◦ h

この g2 は
g2 : V = Fx ⊕ {x}⊥ −→ Fx ⊕ {x}⊥ : g2(x) = x

と Vに延長できて, g2 ∈ O(V)となる. したがって g = g−1
1 ◦ g2 ∈ O(V)をとれば, g|V1 = h

となる.

□

定理 5 [Witt分解]� �
(V,Q)を非退化 2次空間とする. このとき V の基底で次のようなものが存在する.

e1, · · · , em, f1, · · · , fm, u1, · · · , ur 2m + r = dim V

(1) B(ei, e j) = B( fi, f j) = 0, B(ei, fj) = δi j (∀i, j = 1, · · · ,m)
(2) B(ei, uj) = B( fi, uj) = 0 (∀i = 1, · · · ,m, ∀ j = 1, · · · , r)
(3) V0 = Fu1 + · · · Fur は非等方的
とくに, W = Fe1 + · · · + Fem, W′ = F f1 + · · · + F fm とおけば,

V = (W ⊕W′) ⊕ V0

W, W′ は全等方的で (W ⊕W′,Q|W⊕W′) � H2m

(W ⊕W′) ⊥ V0

さらに m は一意的に決まり, また (V0,Q|V0) は同型を除いて一意的である. ( m を
(V,Q)のWitt指数といい, V0 を非等方核という.)� �
証明 (V,Q)が非等方的ならばW =W′ = {0}, V = V0 でよい.

(V,Q)を等方的とする. Vは等方ベクトル 0 , e1 ∈ Vをもつ. Bは非退化だから

∃x1 ∈ V s.t. B(e1, x1) = 1

そこで
f1 = x1 − 2−1Q(x1)e1 ∈ V ととれば B(e1, f1) = 1, Q( f1) = 0

このとき V1 = Fe1 + F f1 とすれば (V1,Q|V1) � H2 で非退化,よって

V = V1 ⊕ V⊥1

と分解する. 以下 V⊥1 に同様なことを繰り返せば,

V = V1 ⊕V2 ⊕ · · · ⊕Vm ⊕V0,


Vi = Fei + F fi, Q(ei) = Q( fi) = 0, B(ei, fi) = 1 (i , 0)

Vi ⊥ V j (i , j)

V0 は非等方的
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と分解する. W = Fe1 + · · · + Fem,W′ = F f1 + · · · + F fm とおけば

W ⊕W′ = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm � H2 ⊥ · · · ⊥ H2 � H2m

(一意性) : Vのもう一つの分解

V = (Y ⊕ Y′) ⊕ X

Y,Y′ は全等方的で Y ⊕ Y′ � H2k

Xは非等方的で (Y ⊕ Y′) ⊥ X

があったとする. k < mと仮定すると

V = H2k ⊕ X = H2m ⊕ V0 = H2k ⊕H2(m−k) ⊕ V0

であり,定理 4から
∃g ∈ O(V) s.t. g|H2k = id

である. このとき
X � g(X) = g(H⊥2k) = g(H2k)⊥ = H2(m−k) ⊕ V0

となるから, XはH2(m−k)を含み非等方的であることに矛盾する. よってm = kでX � V0. □

例 F = Rのとき, (Rn,Q)を非退化 2次空間とすると

(Rn,Q) � ⟨1, · · · , 1,−1, · · · ,−1⟩R = ⟨1p,−1q⟩R

n = p + q = dim Vとすると m = min(p, q)がWitt指数になる.

系 5� �
(V,Q)を非退化 2次空間で dim V = 2とする.

(V,Q)が等方的 ⇐⇒ (V,Q) � H2 ⇐⇒ δ(Q) = [1]

� �
証明 前半の同値性と後半 (=⇒)は容易. (⇐=): (V,Q) � ⟨α, β⟩Fとする. δ(Q) = [−αβ] = [1]
だから

∃ξ ∈ F× s.t. β = −α−1ξ2 = −α(α−1ξ)2

よって
⟨α, β⟩F = ⟨α,−α(α−1ξ)2⟩F � ⟨α,−α⟩F � H2

□
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記号 2次空間 (V,Q)に対し,

V∗ = V − {0}, Q(V∗) = {Q(v) : v ∈ V∗}

とおく.

系 6� �
(V,Q)を等方的な非退化 2次空間とすれば, Q(V∗) = Fである.� �
証明 等方的だから, Witt分解は (V,Q) = H2m ⊥ (V0,Q|V0), m ≥ 1となる. ∀λ ∈ Fに対し

Q(e1 + 2−1λ f1) = 2B(e1, 2−1λ f1) +Q(e1) + 4−1λ2Q( f1) = λ

だから, F ⊂ Q(V∗)である. □

系 7� �
(V1,Q1)と (V2,Q2)を非退化 2次空間とするとき

(V1,Q1) ⊥ (V2,−Q2) が等方的 ⇐⇒ Q1(V1
∗) ∩ Q2(V2

∗) , ∅

� �
証明 (=⇒) 仮定から (0, 0) , (v1, v2) ∈ V1 ⊥ V2 で Q1(v1) − Q2(v2) = 0 が取れる. よって
Q1(v1) = Q2(v2)

Q1(v1) , 0のとき: v1 , 0, v2 , 0だから, Q1(v1) = Q2(v2) ∈ Q1(V1
∗) ∩Q2(V2

∗).

Q1(v1) = 0 かつ v1 , 0 のとき: Q1 は等方的だから, 系 6から Q1(V1
∗) = F. よって

Q1(V1
∗) ∩Q2(V2

∗) = Q2(V2
∗) , ∅

v1 = 0のとき: v2 , 0で Q2(v2) = 0だから Q2 が等方的で Q2(V2
∗) = F.

(⇐=) Q1(v1) = Q2(v2), v1 ∈ V1
∗, v2 ∈ V2

∗ が取れて, Q1(v1) −Q2(v2) = 0となるから. □
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11 低次元2次空間と四元数環

Fは体で ch(F) , 2とする.

(1) 2次元 2次空間

K/Fを拡大体で [K : F] = 2とすると,対合 ρ : K −→ K, Kρ = Fが一意にとれる. このとき

NK/F(a) = aρ(a) (a ∈ K)

を K/Fのノルムという. K = F + Fξ, ρ(ξ) = −ξとすると

NK/F(x + yξ) = (x + yξ)(x − yξ) = x2 − y2ξ2, (x, y ∈ F)

より, (K,NK/F)は F上 2次元の 2次空間となり

(K,NK/F) � ⟨1,−ξ2⟩F

である. これをノルム形式という.

Prop 4� �
(V,Q)が非退化 2次空間で dim V = 2とする. このとき

δ(Q) , [1] ⇐⇒ ∃K/F, ∃λ ∈ F× s.t. (V,Q) � (K, λNK/F)

ここで Kは K = F(
√
δ(Q))でよい.� �

証明 (=⇒) (V,Q) � ⟨α, β⟩F とすると

δ(Q) = −αβ < (F×)2

ξ =
√
−α−1βとして, K = F(ξ) = F(α2ξ) = F(

√
δ(Q)), λ = αとおけば

(K, λNK/F) � λ⟨1,−ξ2⟩F = ⟨α, β⟩F � (V,Q)

(⇐=)は容易. □

(2) 3次元と 4次元 2次空間

A = (α, β)F = Fe0 + Fe1 + Fe2 + Fe3 を四元数環とし, N(x) = xxι をノルムとする.

A0 = {v ∈ A : v + vι = 0} = Fe1 + Fe2 + Fe3, N0 = N|A0

とおく. このとき (A,N), (A0,N0)は 2次空間で,基底 e0, e1, e2, e3 により

TN = diag(1,−α,−β, αβ)

34



だから
(A,N) � ⟨1,−α,−β, αβ⟩F, (A0,N0) � ⟨−α,−β, αβ⟩F

となる.
δ(N) = [α2β2] = [1], δ(N0) = [−α2β2] = [−1]

である.

Prop 5� �
A = (α, β)F,A′ = (α′, β′)F を四元数環とし, N,N′ をそのノルムとする.
(1) A � M2(F) ⇐⇒ N が等方的 ⇐⇒ N0 が等方的
(2) Aが斜体 ⇐⇒ N が非等方的 ⇐⇒ N0 が非等方的
(3) A � A′ ⇐⇒ (A,N) � (A′,N′) ⇐⇒ (A0,N0) � (A0

′,N0
′)� �

証明 (1) の最初は定理 1から．N0 が等方的 =⇒ Nが等方的 は明らか. 逆に N が等
方的 とする. このとき (A,N) � H4 だから, A は２次元の全等方的部分空間 W を含む.
dim A0 = 3だからW ∩ A0 , {0}. よって N0 も等方的である. (2)は (1)の対偶である. (3)
練習問題. □

Prop 6� �
(V,Q)は非退化 2次空間で, δ(Q) = [δ]とする.
(1) dim V = 3のとき

∃A 四元数環 s.t. (V,Q) � (A0,−δN0)

(2) dim V = 4かつ δ(Q) = [1]のとき

∃A 四元数環 ∃λ ∈ F× s.t. (V,Q) � (A, λN)� �
証明 (1) (V,Q) � ⟨α, β, γ⟩F とすると δ = −αβγである. A = (−βγ,−αγ)F とすれば

(A0,−δN0) � αβγ⟨βγ, αγ, αβγ2⟩F = ⟨αβ2γ2, βα2γ2, γ(αβγ)2⟩F � ⟨α, β, γ⟩F

(2) x ∈ V, Q(x) , 0をとり, W = {x}⊥ とおけば V = Fx ⊕W. (W,Q|W)に (1)を用いれば

∃A s.t. (W,Q|W) � (A0, λN0), ここで [−λ] = δ(Q|W)

g : A0 −→Wをこの等長同型写像とする. δ(Q) = [λQ(x)] = [1]だから

∃β ∈ F× s.t. Q(x) = λβ2
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そこで

f : A = Fe0 + A0 −→ V : f (ae0 + y) = β−1ax + g(y) (a ∈ F, y ∈ A0)

と定義すれば

Q( f (aeo + y)) = β−2a2Q(x) +Q(g(y)) = λa2 + λN0(y) = λN(ae0 + y)

となるから, (V,Q) � (A, λN)である. □
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12 p進体の2次拡大

p進体について,以下で必要となる事柄をまとめておく. 素数 pを固定する. 0 , ∀n ∈ Zに
対し, n = pkn′, p ∤ n′,のとき

|n|p = p−k

と定義し,さらに
∀n/m ∈ Q, |n/m|p = |n|p|m|−1

p , |0|p = 0

により
| · |p : Q −→ R

を定義する. このとき

dp : Q ×Q −→ R : dp(x, y) = |x − y|p

は距離になる.
Rp = {{ai}∞i=1 : Qの dp に関するコーシー列 }

として, Rp に和と積を

{ai} + {bi} = {ai + bi}, {ai} · {bi} = {aibi}

と定義すれば Rp は可換環になる. さらに

Ip = {{ai} ∈ Rp : lim ai = 0}

とすると, Ip は極大イデアルになる. よって Rp/Ip は体. これを

Qp = Rp/Ip

と表わし, p進体という.

Q −→ Qp : r 7→ {r, r, r, r, · · · } + Ip

により Q ⊂ Qp とみなす. Qp はQの dp に関する完備化である. | · |p は

a = {ai} + Ip ∈ Qp, |a|p = lim |ai|p

により Qp に延長できる.
Zp = ZのQp における閉包

とけば, Zp は開かつコンパクトな部分環で

Zp = {a ∈ Qp : |a|p ≤ 1}

となる. pZp = {a ∈ Zp : |a|p < 1}は Zp の唯一つの素イデアルである.

37



Lemma 14� �
(1) ∀a ∈ Qp は, k = − logp |a|p ∈ Zとすると次の表示をもつ.

a =
∞∑

i=k

aipi ai ∈ {0, 1, · · · , p − 1}

(2) Z ⊂ Zp により, Z/pZ � Zp/pZp である.
(3) Z×p = {a ∈ Zp : |a|p = 1} = Zp − pZp

(4) Q×p = pZ · Z×p = {pku : k ∈ Z, u ∈ Z×p }
(5) Zp, Z×p は開かつコンパクトな集合である. とくに Qp は局所コンパクト位相体で,
Q×p は局所コンパクト位相群である.� �

(証明は容易)

a ∈ Zp を

a =
∞∑

i=0

aipi

とすると,
a ≡ a0 mod p すなわち a = a0 ∈ Fp

である. そこで

χp(a) =


1 (a ∈ (Fp

×)2)

−1 (a < (Fp
×)2)

0 (a = 0)

と定義する. a ∈ Z×p ならば a , 0だから

χp : Z×p −→ {±1}
であり,これは準同型写像になる.

Lemma 15� �
(1) p , 2のとき, ker χp = (Z×p )2 である. よって Z×p/(Z×p )2 は位数 2である. その代表
系を {1, ϵ}とすると, Q×p/(Q×p )2 = {[1], [ϵ], [p], [ϵp]}である.
(2) p = 2 のとき (Z×

2
)2 = {a ∈ Z×

2
: a ≡ 1 mod 8} が成り立つ. とくに Z×

2
/(Z×

2
)2

は位数 4で,{±1,±3}がその代表系になる. またQ×
2
/(Q×

2
)2 = {±[1],±[3],±[2],±[6]}で

ある.� �
(証明は略)

[1] , [α] ∈ Q×p /(Q×p )2 として, ξ =
√
αとおき

K = Qp(ξ) = {a + bξ : a, b ∈ Qp} � Qp[X]/(X2 − α)
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とすれば K/Qp は 2次拡大となる. よって

∃ρ : K −→ K 対合 s.t. Kρ = Qp

x ∈ Kに対し
NK/Qp(x) = xρ(x) ∈ Qp

をノルムという.
NK/Qp : K× −→ Q×p

は群の準同型写像になる. そこで

| · |K : K −→ R : |x|K = |NK/Qp(x)|1/2p

と定義すれば,距離 dK(x, y) = |x − y|K により Kは完備距離空間になる.

OK = {x ∈ K : |x|K ≤ 1}, PK := {x ∈ K : |x|K < 1}

とおけば,次が成り立つ.

(1) OK は PK をただ一つの素イデアルにもつ整域である.

(2) OK ∩Qp = Zp, PK ∩Qp = pZp, Fp = Zp/pZp ⊂ OK/PK である.

(3) π = πK ∈ PK − PK
2 を一つ固定する. このとき PK = πOK で, OK/PK の代表系

{c1, · · · , cn}を固定すれば, Kの任意の元 xは

x =
∞∑
i=k

ciπ
i,

と一意に表示できる.

(4) O×K = OK − PK, K× = πZ ·O×K
(5) OK, O×K は開かつコンパクトで, K は局所コンパクト体, K× は局所コンパクト群で
ある.

|Q×p |K = |Q×p |p だから

|Q×p |p ⊂ |K×|K = {|x|K : x ∈ K×}

そこで
e = eK = [|K×|K : |Q×p |p]

とおく. また, OK/PK は Fp の拡大体だから,拡大次数を

f = fK = [OK/PK : Fp]
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とおく.

Def eを K/Qpの分岐指数, f をK/Qpの不分岐次数という. また e = 1のとき K/Qpを不
分岐拡大といい, e > 1のとき K/Qp を分岐拡大という.

Prop 7� �
K = Qp(

√
α)/Qp を 2次拡大とする.

(1) e f = [K : Qp]である. よって e = 1，f = 2または e＝ 2，f = 1である.
(2) Qp の不分岐拡大は一意に定まる.

e = 1 ⇐⇒ [α] = [ϵ] ∈ Z×p/(Z×p )2

ただし p = 2のとき, [ϵ] = [−3]とする.
(3) K/Qp が不分岐ならば NK/Qp(O×

K
) = Z×p である.� �

(証明は略)

40



13 Minkowski-Hasse不変量

以下, pは素数または p = ∞として, p = ∞のとき Q∞ = Rと定める.

Def α, β ∈ Q×p に対して

hp(α, β) =

1 (⟨α, β,−1⟩Qp が等方的)

−1 (⟨α, β,−1⟩Qp が非等方的)

と定義する. hp をHilbertのノルム剰余記号という.

Prop 8� �
α, β, γ ∈ Q×p に対し,次が成り立つ.
(1) hp(α, β) = hp(β, α)
(2) hp(α, βγ2) = hp(α, β), とくに hp(α, γ2) = hp(α, 1) = 1
(3) hp(α, βγ) = hp(α, β)hp(α, γ)
(4) hp(α,−α) = 1 とくに hp(α, α) = hp(α,−1)
(5) hp(α, 1 − α) = 1 (α , 1)
(6) hp(α, β) = 1 ∀β ∈ Q×p ⇐⇒ α ∈ (Q×p )2

(7) 2 , p < ∞で α, β ∈ Z×p のとき,

hp(α, β) = 1, hp(α, p) = χp(α) =

1 (α mod p ∈ (F×p )2)

−1 (α mod p < (F×p )2)

(8) p = 2で α, β ∈ Z×
2
のとき

h2(α, β) = 1 ⇐⇒ α ≡ 1 mod 4 または β ≡ 1 mod 4

h2(α, 2) = 1 ⇐⇒ α ≡ ±1 mod 8

(9) p = ∞のとき
h∞(α, β) = −1 ⇐⇒ α < 0, β < 0� �

証明 定義から

hp(α, β) = 1 ⇐⇒ αx2 + βy2 = z2 がQp で非自明解 (x, y, z) , (0, 0, 0)をもつ

であるから, (1), (2), (4), (5), (9)は明らか. とくに (2)から

hp : Q×p /(Q
×
p )2 ×Q×p /(Q

×
p )2 −→ {±1}

である. よって hp はQ×p /(Q×p )2 の代表系での値で完全に決まる.
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(7) 2 , p < ∞のとき, Q×p /(Q×p )2 = {[1], [ϵ], [p], [ϵp]}である.

(case 1) α, β ∈ Z×p ならば, [α], [β] ∈ {[1], [ϵ]}で

hp(α, β) = hp(1, 1), hp(1, ϵ), hp(ϵ, ϵ)

の 3通り. hp(1, 1) = hp(1, ϵ) = 1は明らか. hp(ϵ, ϵ)を決めるために

ϵx2 + ϵy2 = z2

の非自明解を調べる. K = Qp(
√
ϵ) は不分岐 2次拡大で, Prop 7 から NK/Qp(O×K) = Z×p で

あった. ϵ ∈ Z×p だから

∃a + b
√
ϵ ∈ K× s.t. NK/Qp(a + b

√
ϵ) = a2 − b2ϵ = ϵ

よって非自明解 (x, y, z) = (1, b, a)が存在するので hp(ϵ, ϵ) = 1である.

(case 2) h(ϵ, p)を求める. もし hp(ϵ, p) = 1ならば, ϵx2+py2 = z2は非自明解 (x, y, z) = (a, b, c)
をもつ. a, b, c,∈ Zp としてよい. a = 0ならば, p ∈ (Q×p )2 で矛盾するから, a , 0 . このとき
ϵa2
= c2 より, ϵ ∈ (Fp

×)2 で χp(ϵ) = 1. Lemma 15から ϵ ∈ (Z×p )2 で ϵの取り方に矛盾する.
よって hp(ϵ, p) = −1.

(case 3) hp(ϵ, ϵp)を求める.

ϵx2 + ϵpy2 = z2 ⇐⇒ x2 + py2 = ϵ(ϵ−1z)2

非自明解 (x, y, z) = (a, b, c)があったとする. a, b, c,∈ Zp で ϵp < (Q×p )2 だから a , 0として
よい. mod pをとれば χp(ϵ) = 1で矛盾する. よって

hp(ϵ, ϵp) = hp(ϵ,−p) = −1

(case 4) hp(p, ϵp)を決める.

px2 + ϵpy2 = z2 ⇐⇒ x2 + ϵy2 = p(p−1z)2

だから

hp(p, ϵp) = hp(p,−ϵ) =
1 ([−ϵ] = [1])

−1 ([−ϵ] = [ϵ])
=

1 (χp(−1) = −1)

−1 (χp(−1) = 1)

同様に hp(p, p)も計算できて, Q×p ×Q×p 上の hp の値が完全に決まる.

(8)も同様に個別に値を計算する.

(3)と (6)は (7)と (8)の計算結果の結論である. □

系 8� �
α ∈ Q×p に対し,

hp,α : Q×p −→ {±1} : hp,α(λ) = hp(α, λ)

は準同型写像である. また hp,α が全射 ⇐⇒ α < (Q×p )2

� �
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Prop 9� �
α1, · · · , αn, β1, · · · , βn ∈ Q×p に対し

⟨α1, · · · , αn⟩Qp � ⟨β1, · · · , βn⟩Qp =⇒
∏

1≤i< j≤n

hp(αi, α j) =
∏

1≤i< j≤n

hp(βi, β j)

である.� �
証明 (概略) (V，Q)を非退化 2次空間とする. Vの二つの直交基底の組, E = (e1, · · · , en)と
E′ = (e1

′, · · · , en
′)が linkするということを

E ∼ E′ ⇐⇒ ∃i0, j0 s.t. ei0 = e j0
′

により定義する. dim V ≥ 3ならば Vの任意の直交基底 E,E′ に対し,

∃E1, · · · ,Ek Vの直交基底の列 s.t. E ∼ E1 ∼ E2 ∼ · · · ∼ Ek ∼ E′

が成り立つ.

基底 Eで (V,Q) � ⟨α1, · · · , αn⟩Qp , E′ で (V,Q) � ⟨β1, · · · , βn⟩Qp とする.

(13.1)
∏

1≤i< j≤n

hp(αi, α j) =
∏

1≤i< j≤n

hp(βi, β j)

を n の帰納法で示す. n = 2 のとき, ⟨α1, α2⟩Qp � ⟨β1, β2⟩Qp ならば, ⟨α1, α2,−1⟩Qp �
⟨β1, β2,−1⟩Qp だから,定義により hp(α1, α2) = hp(β1, β2)となる. 以下 n ≥ 3とする.

(case 1) E′ が E の置換のとき: このとき, β1, · · · , βn は α1, · · · , αn の置換である. 互換で
βk = αk+1, βk+1 = αk, βi = αi (i , k, k + 1)の場合を示せば十分. k, k + 1を含む項は∏

i<k

hp(αi, αk)hp(αi, αk+1)

 hp(αk, αk+1)

∏
k+1< j

hp(αk, α j)hp(αk+1, α j)


=

∏
i<k

hp(βi, βk+1)hp(βi, βk)

 hp(βk+1, βk)

∏
k+1< j

hp(βk+1, β j)hp(βk, β j)


となるから, (13.1)が成り立つ.

(case 2) E ∼ E′ のとき: (case 1)から, e1 = e1
′ の場合に帰着する. このとき α1 = β1.

(V,Q) � ⟨α1⟩Qp ⊥ ⟨α2, · · · , αn⟩Qp � ⟨α1⟩Qp ⊥ ⟨β2, · · · , βn⟩Qp

より, Wittの定理から
⟨α2, · · · , αn⟩Qp � ⟨β2, · · · , βn⟩Qp

帰納法の仮定から ∏
2≤i< j≤n

hp(αi, α j) =
∏

2≤1< j≤n

hp(βi, β j)
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残りの項は

hp(α1, α2) · · · hp(α1, αn) = hp(α1, α2 · · ·αn) = hp(α1, α
−1
1 )hp(α1, α1α2 · · ·αn)

= hp(α1, α
−1
1 )hp(α1, (−1)n(n−1)/2δ(Q))

= hp(β1, β
−1
1 )hp(β1, (−1)n(n−1)/2δ(Q))

となるので, (13.1)が成り立つ. □

Def 非退化 2次空間 (V,Q)に対し, (V,Q) � ⟨α1, · · · , αn⟩Qp であるとき

χp((V,Q)) = χp(Q) =
∏

1≤i< j≤n

hp(αi, α j)

とおき,これを (V,Q)のMinkowski-Hasse不変量という. Prop 9より, χp(Q)は Qの対
角化の仕方に依存しない.

Lemma 16� �
pを素数, (V,Q), (V1,Q1), (V2,Q2)を非退化 2次空間とし, λ ∈ Q×p とする.
(1) χp(λQ) = hp(λ,−1)n(n−1)/2hp(λ, det TQ)n−1χp(Q) ただし n = dim V .
(2) χp(Q1 ⊥ Q2) = χp(Q1)χp(Q2)hp(det TQ1 , det TQ2)� �
証明 (1) (V,Q) � ⟨α1, · · · , αn⟩Qp とすると

χp(λQ) =
∏

1≤i< j≤n

hp(λαi, λα j) =
∏

1≤i< j≤n

hp(λ, λ)hp(λ, αi)hp(λ, α j)hp(αi, α j)

= hp(λ, λ)n(n−1)/2hp(λ, α1)n−1hp(λ, α2)n−1 · · · hp(λ, αn)n−1χp(Q)

= hp(λ,−1)n(n−1)/2hp(λ,det TQ)n−1χp(Q)

(2) (V1,Q1) = ⟨α1, · · · , αm⟩Qp , (V2,Q2) � ⟨β1, · · · , βn⟩Qp とすると

χp(Q) =
∏

1≤i< j≤m

hp(αi, α j)
∏

1≤i< j≤n

hp(βi, β j)
∏

1≤i≤m
1≤ j≤n

hp(αi, β j)

= χp(Q1)χp(Q2)hp(α1 · · ·αm, β1 · · · βn)

□
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14 p進体上の2次形式

以下では pを素数, (V,Q)をQp 上の非退化 2次空間とする. Q(V∗)は

Q(V∗) =
⊔

i

λi(Q×p )2

と (Q×p )2 を法とする有限個の類の和集合になることに注意する.

Lemma 17� �
dim V = 2のとき, λ ∈ Q×p に対し

λ ∈ Q(V∗) ⇐⇒ χp(Q) = hp(λ, δ(Q))

� �
証明 (V,Q) � H2 ならば, Q(V∗) = Qp, χp(Q) = hp(1,−1) = 1, δ(Q) = [1]だから,

∀λに対し λ ∈ Q(V∗), χp(Q) = hp(λ, δ(Q))

となる.

以下 (V,Q) � ⟨α, β⟩Qp � H2 とする.

λ ∈ Q(V∗) ⇐⇒ λ−1 = λλ−2 ∈ Q(V∗) ⇐⇒ 0 , ∃
(
x
y

)
∈ Q2

p s.t. αx2 + βy2 = λ−1

⇐⇒ 0 , ∃


x
y
z

 ∈ Q3
p s.t. λαx2 + λβy2 = z2 ⇐⇒ hp(λα, λβ) = 1

である. (z = 0なら (V,Q) � H2 に矛盾するので z , 0となることに注意.) ここで

hp(λα, λβ) = hp(λ, λ)hp(λ, αβ)hp(α, β) = hp(λ,−1)hp(λ, αβ)χp(Q) = hp(λ, δ(Q))χp(Q)

だから,主張が示せた. □

Prop 10� �
dim V = 3のとき

(V,Q)が等方的 ⇐⇒ χp(Q) = hp(−1, δ(Q))

� �
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証明 (V,Q) � ⟨α1, α2, α3⟩Qp とする.

(V,Q)が等方的 ⇐⇒ α1x2 + α2y2 + α3z2 = 0 が非自明解をもつ

⇐⇒ (−α1/α3)x2 + (−α2/α3)y2 = z2 が非自明解をもつ

⇐⇒ hp(−α1/α3,−α2/α3) = 1

⇐⇒ hp(−α1α3,−α2α3) = 1

⇐⇒ hp(−α1α3, α2)hp(−α1α3,−α3) = 1

⇐⇒ hp(−α1α3, α2)hp(−α1,−α3) = 1 (hp(α3,−α3) = 1)

他方

χp(Q)hp(−1, δ(Q)) = hp(α1, α2)hp(α1, α3)hp(α2, α3)hp(−1,−α1α2α3)

= hp(α1, α2)hp(α1, α3)hp(α2, α3)hp(−1,−α1)hp(−1, α2)hp(−1, α3)

= hp(−α1, α2)hp(−α1, α3)hp(α2, α3)hp(−1,−α1)

= hp(−α1, α2)hp(−α1,−α3)hp(α3, α2)

= hp(−α1α3, α2)hp(−α1,−α3)

よって

(V,Q)が等方的 ⇐⇒ χp(Q)hp(−1, δ(Q)) = 1⇐⇒ χp(Q) = hp(−1, δ(Q))

□

系 9� �
四元数環 A = (α, β)Qp に対し

　 (A,N)が等方的 ⇐⇒ hp(α, β) = 1 ⇐⇒ χp(N) = hp(−1,−1) =

1 (p , 2)

−1 (p = 2)

� �
証明 Prop 5より

(A,N)が等方的 ⇐⇒ (A,N) � (M2(Qp),det) � H4 ⇐⇒ (A0,N0)が等方的

(A0,N0) � ⟨−α,−β, αβ⟩Qp から

χp(N) = χp(N0) = hp(−α,−β)hp(−α, αβ)hp(−β, αβ) = hp(−1,−1)hp(α, β)

Prop 10から

(A0,N0)が等方的 ⇐⇒ hp(−1,−1)hp(α, β) = hp(−1,−α2β2) ⇐⇒ hp(α, β) = 1

□
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Prop 11� �
dim V = 4のとき

(V,Q)が非等方的 ⇐⇒ δ(Q) = [1] かつ χp(Q) = −hp(−1,−1)

� �
証明 (⇐=) δ(Q) = [1]だから, Prop 6より

∃A = (α, β)Qp ,
∃λ ∈ Q×p s.t. (V,Q) � (A, λN)

Lemma 16 (1)より χp(Q) = χp(λN) = χp(N)となるから, χp(N) = −hp(−1,−1)で,系 9か
ら (A,N)は非等方的,よって (V,Q)も非等方的である.

(=⇒) (V,Q) � ⟨α1, α2, α3, α4⟩Qp とする.

(V1,Q1) = ⟨α1, α2⟩Qp , (V2,Q2) = ⟨−α3,−α4⟩Qp

とおけば
(V,Q) = (V1,Q1) ⊥ (V2,−Q2)

系 7から
(V,Q)が非等方的 ⇐⇒ Q1(V1

∗) ∩Q2(V2
∗) = ∅

このとき (Vi,Qi) � H2 (i = 1, 2)である. (そうでなければ, Q1(V∗1) = QpまたはQ2(V∗2) = Qp

となり Q1(V1
∗) ∩Q2(V2

∗) = ∅に矛盾.) よって, δ(Qi) , [1],つまり

[−α1α2] , [1], [−α3α4] , [1]

したがって,系 8から
hp,−α1α2 , hp,−α3α4 : Q×p −→ {±1}

は全射である. Lemma 17から

0 , λ ∈ Q1(V1
∗) ⇐⇒ hp(λ,−α1α2) = hp(α1, α2) ⇐⇒ λ ∈ h−1

p,−α1α2
(hp(α1, α2))

よって
Q×p = h−1

p,−α1α2
(hp(α1, α2)) ⊔ h−1

p,−α1α2
(−hp(α1, α2))

同様に
Q×p = h−1

p,−α3α4
(hp(−α3,−α4)) ⊔ h−1

p,−α3α4
(−hp(−α3,−α4))

Q1(V1
∗) ∩Q2(V2

∗) = ∅ならば

h−1
p,−α1α2

(hp(α1, α2)) = h−1
p,−α3α4

(−hp(−α3,−α4)), h−1
p,−α1α2

(−hp(α1, α2)) = h−1
p,−α3α4

(hp(−α3,−α4))

でなければならない. 1を含む方は核だから,

hp(α1, α2) = −hp(−α3,−α4)
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これからまた
hp,−α1α2 = hp,−α3α4 , つまり hp,α1α2α3α4 ≡ 1

となるから, δ(Q) = [α1α2α3α4] = [1] である. 前半の証明と同様に, 系 9から δ(Q) =
−hp(−1,−1)となる. □

系 10� �
dim V = 3のとき, Q×p = δ(Q)(Q×p )2 ∪ (Q(V∗) − {0})である.� �
証明 (Q(V∗) − {0}) , Q×p とすると, ∃λ < (Q(V∗) − {0}) . このとき

Q(V∗) ∩ λ(Q×p )2 = ∅ 系 7から (V′,Q′) = (V,Q) ⊥ ⟨−λ⟩Qp は非等方的

よって
δ(Q′) = λδ(Q) = [1]

つまり
λ < (Q(V∗) − {0}) =⇒ λ ∈ δ(Q)(Q×p )2

□

定理 6� �
dim V ≥ 5ならば, (V,Q)は等方的である. とくに Q(V∗) = Qp である.� �
証明 dim V = 5で示せばよい. (V,Q) � ⟨α1, α2, α3, α4, α5⟩Qp とする.

(V1,Q1) = ⟨α1, α2, α3⟩Qp , (V2,Q2) = ⟨−α4,−α5⟩Qp

とおく. Q×p /(Q×p )2 の類の個数は 4 (p , 2) または 8 (p = 2) であるが, Lmma 17 より
Q2(V2

∗)/(Q×p )2 はちょうど半数の類を含み,系 10から Q1(V1
∗)/(Q×p )2 は半数より多くの類

を含む. これから
Q1(V1

∗) ∩Q2(V2
∗) , ∅

よって系 7から (V1Q1) ⊥ (V2,−Q2) � (V,Q)は等方的である. □

系 11� �
dim V = 4ならば Q(V∗) ∪ {0} = Qp である.� �
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証明 α ∈ Q×p に対し, (V,Q) ⊥ ⟨−α⟩Qp は等方的だから, Q(V∗) ∩ α(Q×p )2 , ∅. つまり
α ∈ Q(V∗). よって Q×p ⊂ Q(V∗)である. □

定理 7� �
(V1,Q1), (V2,Q2)をQp 上の非退化 2次形式とするとき

(V1,Q1) � (V2,Q2) ⇐⇒ dim V1 = dim V2, δ(Q1) = δ(Q2), χp(Q1) = χp(Q2)

� �
証明 (⇐=)を示せばよい. dim V1 = dim V2 = nの帰納法で示す.

n = 1のとき: (Q1,V1) � ⟨δ(Q1)⟩Qp = ⟨δ(Q2)⟩Qp � (V2,Q2).

n ≥ 2 のとき: Q1(V1
∗) ∩ Q2(V2

∗) , ∅ である. 実際, n = 2 のときは, Lemma 17 か
ら Q1(V1

∗) = Q2(V2
∗) である. また n ≥ 3 のときは, (V,Q) = (V1,Q1) ⊥ (V2,−Q2) は

dim V ≥ 5 だから, 定理 6 により等方的になる. よって Q1(V1
∗) ∩ Q2(V2

∗) , ∅である.
0 , α ∈ Q1(V1

∗) ∩Q2(V2
∗)をとれば,

(V1,Q1) = ⟨α⟩Qp ⊥ (V1
′,Q1

′), (V2,Q2) = ⟨α⟩Qp ⊥ (V2
′,Q2

′)

と分解する. このとき

dim V1
′ = dim V2

′ = n − 1, δ(Q1
′) = δ(Q2

′), χp(Q1
′) = χp(Q2

′)

だから,帰納法の仮定により (V1
′,Q1

′) � (V2
′,Q2

′). □

系 12� �
ϵ ∈ Z×p は hp(ϵ, p) = −1を満たすとする.
(1) Qp上の非退化 4次元非等方的 2次空間は,同型を除いてただ一つしかなく,それは

⟨1,−ϵ,−p, ϵp⟩Qp

に同型である.
(2) Qp 上の四元数体は,同型を除いてただ一つしかなく,それは

D(K, p) = (ϵ, p)Qp

に同型である. ここで K/Qp は不分岐 2次拡大とする.� �
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15 有理数体上の四元数環

Prop 12� �
α, β ∈ Q× に対し,有限個の pを除いて hp(α, β) = 1である. また∏

p≤∞
hp(α, β) = 1

である.� �
証明 hp(α, β) = hp(α(Q×)2, β(Q×)2)だから, α, β ∈ Zとしてよい. p ∤ αβかつ p , 2,∞なら
ば, α, β ∈ Z×p だから,このような pで hp(α, β) = 1.

α = q1 · · · qs, β = r1 · · · rt (qi, ri は -1または素数)

とすると ∏
p≤∞

hp(α, β) =
∏

i, j

∏
p≤∞

hp(qi, r j)

となる.

(case 1) qi = q, r j = rが奇素数のとき

hp(q, r) =


1 (p , 2, q, r)

(−1)(q−1)(r−1)/4 (p = 2)

χq(r) (p = q)

χr(q) (p = r)

平方剰余の相互法則から ∏
p≤∞

hp(q, r) = 1

となる.

以下同じように (case 2) qi = qが奇素数, r j = 2 (case 3) qi = r j = 2 (case 4) qi = qが
奇素数, r j = −1 (case 5) qi = 2, r j = −1, (case 6) qi = r j = −1を個別に計算する. □

α, β ∈ Q× として, A = (α, β)Q を四元数環とする. このとき p ≤ ∞に対し

Ap = A ⊗Qp = (α, β)Qp

は系 2から Qp 上の四元数環になり,

Ap �M2(Qp) ⇐⇒ hp(α, β) = 1
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である.

系 13� �
Aを Q上の四元数環とするとき,有限個の pを除いて Ap � M2(Qp)であり, Ap が斜
体となる p ≤ ∞は偶数個である.� �

Def AをQ上の四元数環とするとき, Apが斜体となる素数 pの積を d(A)とおき, Aの判
別式という. (Apが斜体となる pが存在しない場合は d(A) = 1と定める.) またA∞ �M2(R)
のとき, Aは indefiniteであるといい, A∞ � Hのとき Aは definiteであるという.

Aが definite ⇐⇒ d(A)の素因数の個数は奇数

である.

定理 8 (Minkowski - Hasse)� �
(V,Q)をQ上の非退化 2次空間として,各 p ≤ ∞に対し, Vp = V ⊗ Qp とする. Qの
Vp への自然な拡張を Qp と表わす. このとき

(V,Q)が等方的 ⇐⇒ 任意の p ≤ ∞で (Vp,Qp)が等方的

� �
証明 (=⇒)は明らか.

(⇐=) dim V = 2のとき:

(V,Q) � λ⟨a,−1⟩Q, (λ ∈ Q×, a ∈ Z)

と書ける.
(V,Q)が等方的 ⇐⇒ δ(Q) = [1]

から, δ(Q) = [a] = [1]を示せばよい. (V∞,Q∞)が等方的だから, a > 0である. aの素因数
分解を a = pe1

1 · · · p
er
r とする.

(Vpi ,Qpi)が等方的 =⇒ pei
i ∈ (Q×pi

)2 ⇐⇒ ei ∈ 2Z

よって a ∈ (Q×)2 となる.

dim V = 3の場合: (V∞,Q∞)が等方的だから

(V,Q) � λ⟨a, b,−1⟩Q (λ ∈ Q×, 0 < a ≤ |b| ∈ Z square free)

と書ける. k = a + |b|の帰納法で示す.
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k = 2のとき: a = |b| = 1だから x2 ± y2 − z2 = 0は非自明解 (1, 0, 1)をもつので (V,Q)は
等方的である.

k ≥ 3のとき: a = 1のときは上と同様だから, 2 ≤ a ≤ |b|とする. よって K = Q(
√

a)は Q
の 2次拡大で

ax2 + by2 − z2 = 0 ⇐⇒ b =
(

z
y
+

x
y
√

a
) (

z
y
− x

y
√

a
)
= NK/Q

(
z
y
+

x
y
√

a
)

から b ∈ NK/Q(K×)を示せばよい.

(claim 1) a mod bは Z/bZで平方数である.

|b| = p1 · · · pr とすると, Chinese Remainder Theoremから

Z/bZ �
r∏

i=1

Z/piZ

よって,各 p = pi で a mod pが平方数であることを示せばよい. p|aのときは明らかだか
ら p ∤ aとする. ⟨a, b,−1⟩Qp が等方的だから

0 , ∃(x, y, z) ∈ Z3
p s.t. ax2 + by2 − z2 = 0

x, y, zの一つは Z×p の元としてよい. bは square freeだから p2 ∤ b. もし p | xならば p | z
であり, p2 | x2, p2 | z2 だから p | yとなり矛盾. よって p ∤ x,つまり x ∈ Z×p . このとき

a ≡ (z/x)2 mod p

(claim 1)から
0 , ∃c ∈ Z s.t. a ≡ c2 mod b

よって
∃d ∈ Z s.t. c2 = a + bd

cは |c| ≤ |b|/2にとれる. このとき

|d| = |c
2 − a|
|b| ≤ |c|

2

|b| +
|a|
|b| ≤

|b|
4
+ 1 < |b|

bd = c2 − a = (c −
√

a)(c +
√

a) = NK/Q(c +
√

a) つまり bd ∈ NK/Q(K×)

NK/Q(K×) ⊂ Q× は部分群だから

b ∈ NK/Q(K×) ⇐⇒ d ∈ NK/Q(K×)

Qp で同様に考えれば,

⟨a, b,−1⟩Qp が等方的 ⇐⇒ ⟨a, d,−1⟩Qp が等方的
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であるから,仮定により ⟨a, d,−1⟩Qp は等方的になる. |d| < |b|だから,帰納法の仮定により
d ∈ NK/Q(K×)よって b ∈ NK/Q(K×).

n = dim V ≥ 4のとき: (V,Q) � ⟨a1, a2, · · · , an⟩Q として

(V1,Q1) = ⟨a1, a2⟩Q, (V2,Q2) = ⟨−a3, · · · ,−an⟩Q

とおき
(V,Q) � (V1Q1) ⊥ (V2,−Q2)が等方的 ⇐⇒ Q1(V∗1) ∩Q2(V∗2) , ∅

を使う. 以下略. (四元数環への応用 (以下の定理 9)には 3次元まででよい.) □

系 14� �
(V，Q)をQ上の非退化 2次空間とするとき, a ∈ Q× に対し

a ∈ Q(V∗) ⇐⇒ a ∈ Qp(Vp
∗) (∀p ≤ ∞)

� �
証明 a ∈ Q(V∗) ⇐⇒（V，Q) ⊥ ⟨−a⟩Q が等方的,だから,（V，Q) ⊥ ⟨−a⟩Q に定理を適用す
ればよい. □

系 15� �
(V，Q)，(W,R)をQ上の非退化 2次空間とするとき

(V,Q) � (W,R) ⇐⇒ (Vp，Qp) � (Wp，Rp) (∀p ≤ ∞)

� �
証明 (⇐=)を dim V の帰納法で示す. dim V = 1のときは,前の系である. dim V ≥ 2と
して, 0 , a ∈ Q(V∗)をとる.

a ∈ Qp(Vp
∗) = Rp(Wp

∗)

だから,前の系により, a ∈ R(W∗). そこで

V = ⟨a⟩Q ⊥ V′, W = ⟨a⟩Q ⊥W′

とする. Vp �Wp, ⟨a⟩Qp にWittの定理を使えば

(Vp
′,Qp|Vp

′) � (Wp
′,Rp|Wp

′) (∀p ≤ ∞)

だから,帰納法の仮定により, (V′，Q|V′) � (W′,R|W′). よって (V，Q) � (W，R)となる. □
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定理 9� �
A，A′ を Q上の四元数環とする.

A � A′ ⇐⇒ Ap � Ap
′ (∀p ≤ ∞) ⇐⇒ d(A) = d(A′)

� �
証明 最初の (⇐⇒)を示す.

Ap � Ap
′ (∀p ≤ ∞) ⇐⇒ ((Ap)0,N0) � ((Ap

′)0,N0
′) (∀p ≤ ∞)

⇐⇒ (A0,N0) � (A0
′,N0

′) (3次元のHasse-Minkowskiの定理)

⇐⇒ A � A′

残りは明らか. □

定理 10� �
1 ≤ N ∈ Zを square freeとする. このとき

∃A Q上の四元数環 s.t. d(A) = N

� �
証明 N = p1 · · · pk として，ϵ = (−1)k とおく. Dirichletの算術級数定理

「a, bを互いに素な自然数とするとき,等比級数 {a +mb}∞m=1 は無限に多くの素数を含む」

を次の a，bに適用する.

b =

8N (2 ∤ N)

4N (2 | N)
よって Z/bZ � Z/8Z ×

∏
pi,2

Z/piZ

として,

a ≡
ϵ mod 8 (2 ∤ N)

5ϵ mod 8 (2 | N)
かつ χpi(a) = −χpi(ϵ) (2 , ∀pi)

このとき,次を満たす素数 qがとれる.

ϵq ≡
1 mod 8 (2 ∤ N)

5 mod 8 (2 | N)
かつ χpi(ϵq) = −1 (2 , ∀pi)

これから
A = (ϵN, ϵq)Q

54



と定める.

kが奇数 ⇐⇒ ϵ = −1 ⇐⇒ A∞ = H ⇐⇒ d(A)の素因数は奇数個

明らかに

p ∤ 2Nq =⇒ hp(ϵN，ϵq) = 1 ⇐⇒ Ap =M2(Qp) =⇒ p ∤ d(A)

よって
d(A) | 2Nq

p = pi , 2ならば

hp(ϵN，ϵq) = hp(p, ϵq) = χp(ϵq) = −1 =⇒ Ap は斜体 =⇒ p | d(A)

また

h2(ϵN, ϵq) =

1 (2 ∤ N)

−1 (2 | N)
つまり 2 | N⇐⇒ 2 | d(A)

よって
N | d(A) かつ d(A) | Nq

Nと d(A)の素因数の個数の偶奇は一致するから, d(A) = Nである. □

以上から,次の 1対 1対応を得る.

{Q上の四元数環の同型類 } ←→ {square freeな自然数 }
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