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渡部隆夫

前半では,実数の表現方法の一つである連分数展開を使いディオファントス近似の初等的
な結果である Lagrangeの定理とHurwitzの定理を証明する. また, Lagrangeスペクト
ラムと難近似数, Markov数との関係を解説する. 後半では,ワードの基礎概念の解説から
始めて, Sturm語の定義と構成を与え, ワードから定義される b-進展開数の無理数性指数
とワードの反復指数の関係を示した Bugeaud - Kimの定理を紹介する.
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記号

実数体を R,有理数体を Q，整数全体を Z, 1以上の整数全体を Nと表す. R∞ = R \Qを
実無理数の集合とする. 実数 cは,整数 n ∈ Zと 0 ≤ θ < 1により

c = n + θ

と一意に書ける. このとき

⌊c⌋ = n, ⌈c⌉ =
n + 1 (θ , 0)

n (θ = 0)
, {c} = θ

と定義する.
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1 連分数

{ai}∞i=0 を実数列で ai > 0 (i ≥ 1)とするとき

[a0, a1, a2, · · · , an] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1
. . .

1
an

(n ≥ 0)

とおく. 数列 {pn}, {qn}を

(1.1)

pn = anpn−1 + pn−2, p0 = a0, p−1 = 1

qn = anqn−1 + qn−2, q0 = 1, q−1 = 0

と定義する. これは行列で(
pn pn−1

qn qn−1

)
=

(
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

) (
an 1
1 0

)
=

(
a0 1
1 0

) (
a1 1
1 0

)
· · ·

(
an 1
1 0

)
と書ける. nについての帰納法で次が成り立つ

(1.2)
pn

qn
= [a0, a1, · · · , an] (n ≥ 0)

(1.3)
qn

qn−1
= [an, an−1, · · · , a1] (n ≥ 1)

証明 (1.2)を示す.

p0

q0
=

a0

1
,

p1

q1
=

a1a0 + 1
a1

= a0 +
1
a1
= [a0, a1]

より n = 0, 1で成り立つ. n − 1まで成り立つと仮定すると

[a0, a1, · · · , an−1, an] = [a0, a1, · · · , an−2, an−1 +
1
an

]

=

(
an−1 +

1
an

)
pn−2 + pn−3(

an−1 +
1
an

)
qn−2 + qn−3

=
(anan−1 + 1)pn−2 + anpn−3

(anan−1 + 1)qn−2 + anqn−3

=
an(an−1pn−2 + pn−3) + pn−2

an(an−1qn−2 + qn−3) + qn−2

=
anpn−1 + pn−2

anqn−1 + qn−2

(1.3)も容易である. □
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Lemma 1

{ai}∞i=0
を整数列で ai > 0 (i ≥ 1)とし,数列 {pn}, {qn}を (1.1)で定義して

rn =
pn

qn
= [a0, a1, · · · , an]

とおけば,次が成り立つ.
(1) pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n+1 (n ≥ 0)とくに gcd(pn, qn) = 1 (n ≥ 0)

(2) rn − rn−1 =
(−1)n+1

qn−1qn
(n ≥ 1)

(3) pnqn−2 − pn−2qn = (−1)nan (n ≥ 1)

(4) rn − rn−2 =
(−1)nan

qn−2qn
(n ≥ 2)

(5) 1 ≤ a1 = q1, qn−1 + qn−2 ≤ qn, 1 = q0 ≤ q1 < q2 < q3 < · · ·
(6) r0 < r2 < r4 < · · · , · · · < r5 < r3 < r1 であり, すべての i, j ≥ 0 について
r2i < r2j+1 が成り立つ.
(7) lim

n→∞
rn = αが存在する.

証明 (1)は (1.1)の行列表示で行列式をとればよい. (2)は (1)の両辺を qn−1qn で割る.

(3) 定義から

pnqn−2 − pn−2qn = pn(qn − anqn−1) − (pn − anpn−1)qn

= −an(pnqn−1 − pn−1qn) = −an(−1)n+1 = (−1)nan

(4) (3)の両辺を qnqn−2 で割ればよい.

(5) n ≥ 1で qn = anqn−1 + qn−2 ≥ qn−1 + qn−2 ≥ qn−1であり, n ≥ 2ならば qn−1 + qn−2 > qn−1

が成り立つ.

(6) (4)から nが evenのとき rn − rn−2 > 0で, oddならば rn − rn−2 < 0である. (2)から,
すべての i ≥ 0で r2i < r2i+1 である. ある i, j ≥ 0で r2 j+1 ≤ r2i であったとすると

i ≥ jならば r2i < r2i+1 ≤ r2 j+1 ≤ r2i

i < jならば r2 j+1 ≤ r2i < r2 j < r2 j+1

でどちらの場合も矛盾である. よって r2i < r2 j+1 である.

(7) {r2i} は上に有界な単調増加列で {r2 j+1} は下に有界な単調増加列だから, ともに収束
する.

α = lim
i→∞

r2i, β = lim
j→∞

r2 j+1

とおく. このとき (2)より

|β − α| = lim
i→∞
|r2i+1 − r2i| = lim

i→∞

1
q2iq2i+1

= 0 よって β = α

□
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Def {ai}∞i=0 を整数列で ai > 0 (i ≥ 1)とし, Lemma 1 (7)から定まる極限

α = lim
n→∞

rn = lim
n→∞

[a0, a1, · · · , an]

を
α = [a0, a1, a2, · · · ]

と表す. この右辺を単純無限連分数 (simple continued fraction)という. 各 an を第 n部
分商 (n-th partial quotient)といい, rn = pn/qn を αの第 n近似分数 (n-th convergent)
とよぶ. rn は既約分数である.

Prop 2

α = [a0, a1, · · · ], β = [b0, b1, · · · ]を単純無限連分数とする.
(1) αは無理数である.
(2) α = β ⇐⇒ ai = bi (∀i ≥ 0)
(3) 任意の無理数は,単純無限連分数で一意的に表示できる.

証明 (1) αは rn と rn+1 の間にあるので

0 < |α − rn| < |rn+1 − rn|

よって

0 < |qnα − pn| < qn|rn+1 − rn| =
1

qn+1

αが有理数と仮定して α = c/dとすると

0 <
∣∣∣∣qn

c
d
− pn

∣∣∣∣ < 1
qn+1

から

1 ≤ |qnc − pnd| < |d|
qn+1

→ 0 (n→∞)

で矛盾である.

(2) αから αi を次のように定める.

α0 = α, α1 =
1

α0 − a0
, α2 =

1
α1 − a1

, · · · αi+1 =
1

αi − ai
, · · ·

このとき

αi = ai +
1
αi+1

から
α = [a0, a1, · · · , ai, αi+1], αi+1 = [ai+1, ai+2, · · · ]
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αの連分数は単純だから 0 ≤ iのとき

1 ≤ ai+1 < αi+1 < ai+1 + 1 よって ai+1 = ⌊αi+1⌋

また
a0 < α < a0 + 1 よって a0 = ⌊α⌋

βについても βi を同様に定める. いま α = βとすれば

a0 = ⌊α⌋ = ⌊β⌋ = b0 したがって α1 = β1

i ≤ k まで ai = bi が成り立つと仮定すると, αi+1 = βi+1 となるから, とくに αk+1 = βk+1.
よって

ak+1 = ⌊αk+1⌋ = ⌊βk+1⌋ = bk+1

(3) γ ∈ Rを無理数とする. γi ∈ R, ci ∈ Zを次のように与える.

γ0 = γ

c0 = ⌊γ0⌋, γ1 =
1

γ0 − c0

c1 = ⌊γ1⌋, γ2 =
1

γ1 − c1
...

...

ci = ⌊γi⌋, γi+1 =
1

γi − ci

ある i ≥ 0で γi+1 ∈ Qになったとすれば, γi ∈ Qとなり,番号をさかのぼって γ ∈ Qとな
るので矛盾. よって,すべての iで γi は無理数になる. このとき

ci−1 < γi−1 < ci−1 + 1 よって γi =
1

γi−1 − ci−1
> 1

だから ci = ⌊γi⌋ ≥ 1 (i ≥ 1)である. したがって [c0, c1, · · · ]は単純無限連分数になる. 定義
から

γ = γ0 = c0 +
1
γ1
= c0 +

1

c1 +
1
γ2

= · · · = [c0, c1, · · · , cn, γn+1]

となる. [c0, c1, · · · ]の近似分数を sn/tn とすれば

γ = [c0, c1, · · · , cn, γn+1] =
γn+1sn + sn−1

γn+1tn + tn−1

であるから∣∣∣∣∣γ − sn

tn

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣γn+1sn + sn−1

γn+1tn + tn−1
− sn

tn

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ sn−1tn − sntn−1

(γn+1tn + tn−1)tn

∣∣∣∣∣ = 1
(γn+1tn + tn−1)tn

<
1
tn
→ 0 (n→∞)

よって
γ = lim

n→∞

sn

tn
= [c0, c1, · · · ]

である. 一意性は (2)から従う. □
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2 無理数の同値性

R∞ = R \Qを無理数の全体とする.

GL2(Z) =
{

A =
(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad − bc = ±1

}
とおく. GL2(Z)は群になる. ξ ∈ R∞ と A ∈ GL2(Z)に対し

Aξ =
aξ + b
cξ + d

∈ R∞

と定義する.

Lemma 3

GL2(Z) × R∞ −→ R∞ : (A, ξ) → Aξは作用になる.

証明 作用であるためには,任意の ξ ∈ R∞ と A,B ∈ GL2(Z)について

(AB)ξ = A(Bξ) かつ I2ξ = ξ

が成り立つことを示せばよいが,これは容易. □

Def α, β ∈ R∞ に対し
∃A ∈ GL2(Z) s.t. α = Aβ

が成り立つとき, αと βは同値であるといい, α ∼ βと表す. これは R∞ の同値関係である.

例 α = [a0, a1, · · · ] ∈ R∞ のとき αn = [an, an+1, · · · ]とおく.

α = [a0, a1, · · · , an−1, αn] =
αnpn−1 + pn−2

αnqn−1 + qn−2
=

(
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

)
αn

である. (
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

)
=

(
a0 1
1 0

)
· · ·

(
an−1 1

1 0

)
∈ GL2(Z)

だから α ∼ αn である.
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Lemma 4

α = [a0, a1, a2, · · · ] ∈ R∞, αn = [an, an+1, · · · ] として, α の近似分数を p j/q j とする.
1 < β ∈ R∞ に対し

α = Aβ, A =
(
a b
c d

)
∈ GL2(Z) かつ c > d > 0

と仮定する. このとき

∃n ∈ N s.t.
b
d
=

pn−2

qn−2
,

a
c
=

pn−1

qn−1
, β = αn

となる.

証明 ϵ = ad − bc ∈ {−1, 1}より gcd(a, c) = 1である. a/cの連分数展開は
a
c
= [e0, e1, · · · , ek−1], e0 ∈ Z, e1, · · · , ek−1 ∈ N, ek−1 ≥ 2

と書ける. その近似分数を s j/t j とすれば a/c = sk−1/tk−1 より

sk−1 = a, tk−1 = c, sk−1tk−2 − sk−2tk−1 = (−1)k

である.

(case 1) ϵ = (−1)k のとき: n = kとする.

sn−1tn−2 − sn−2tn−1 = ϵ, ad − bc = sn−1d − tn−1b = ϵ

から
sn−1(d − tn−2) = tn−1(b − sn−2) よって tn−1 | (d − tn−2)

Lemma 1 (5)より 0 < tn−2 ≤ tn−1で,仮定より 0 < d < c = tn−1だから |d− tn−2| < tn−1とな
る. したがって d − tn−2 = 0. これから b − sn−2 = 0. よって

α =
aβ + b
cβ + d

=
sn−1β + sn−2

tn−1β + tn−2
= [e0, e1, · · · , en−1, β]

で, β > 1から右辺は αの連分数展開である. 一意性から β = αnかつ a/c = pn−1/qn−1, b/d =
pn−2/qn−2 となる .

(case 2) ϵ , (−1)k のとき: 有限連分数は

a
c
= [e0, e1, · · · , ek−1 − 1, 1] =

s′k
t′k

とも書けるので,
s′kt
′
k−1 − s′k−1t′k = (−1)k+1 = ϵ

となる. このとき n = k + 1 として, s′n−1, t
′
n−1 に対し, (case 1)の議論を当てはめればよ

い. □
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Prop 5

α, β ∈ R∞ の連分数展開を α = [a0, a1, · · · ], β = [b0, b1, · · · ]とする. このとき

α ∼ β ⇐⇒ ∃m, n ≥ 1 s.t. αm = βn

証明 αm = βn とする. このとき α ∼ αm = βn ∼ βだから α ∼ βである.

逆に

α = Aβ =
aβ + b
cβ + d

ad − bc = ±1, a, b, c, d ∈ Z

とする. cβ + d > 0としてよい. (そうでなければ Aを −Aに置き換えて考える.)

Bn =

(
b0 1
1 0

)
· · ·

(
bn−1 1

1 0

)
=

(
sn−1 sn−2

tn−1 tn−2

)
∈ GL2(Z)

とおけば β = Bnβn だから α = ABnβn.

ABn =

(
asn−1 + btn−1 asn−2 + btn−2

csn−1 + dtn−1 csn−2 + dtn−2

)
=

(
a′ b′

c′ d′

)
とおく.

csn−1 + dtn−1 = tn−1

(
c

sn−1

tn−1
+ d

)
= c′

csn−2 + dtn−2 = tn−2

(
c

sn−2

tn−2
+ d

)
= d′

で

0 < tn−1, lim
n→∞

(
c

sn−1

tn−1
+ d

)
= cβ + d > 0

だから,十分大きな nで c′ > 0 ,同様に d′ > 0となる. また βn > 1である. 更に nを偶数
にとれば, Lemma 1 (6)から

sn−2

tn−2
< β <

sn−1

tn−1
よって d′ < c′

このような n で α = ABnβn は Lemma 4 の仮定を満たすから, ある m で βn = αm とな
る. □
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3 2次無理数

0 < d ∈ Zは平方因子を持たないとする. 集合

Q(
√

d) = {x + y
√

d : x, y ∈ Q}

はQ上拡大次数が 2の体になる. これを実 2次体という. α = x + y
√

dに対し

αι = x − y
√

d

を αの共役という. 写像 α 7→ αι はQ(
√

d)の自己同型写像であり,

(α + β)ι = αι + βι, (αβ)ι = αιβι

αι = α ⇐⇒ α ∈ Q

が成り立つ.

α = x + y
√

d < Qならば, αはQ係数の 2次方程式

t2 − 2xt + x2 − dy2 = (t − α)(t − αι)

の解であり,

x2 − dy2 =
c
a
, −2x =

b
a
, a, b, c ∈ Z, a > 0, gcd(a, b, c) = 1

とすれば, Z係数の 2次方程式

gα(t) := at2 + bt + c = 0

の解である. gα(t)を αの Z-係数最小多項式という. これは αから一意に決まる. このとき

Dα = b2 − 4ac = 4a2y2d

を αの判別式とよぶ.

Def α ∈ Rが,ある d > 0について α ∈ Q(
√

d)かつ α < Qであるとき, αを 2次無理数と
いう. さらに α > 1かつ −1 < αι < 0を満たすとき, αを簡約 2次無理数という.

R2 : 2次無理数の全体

R◦2 : 簡約 2次無理数の全体

とおく.

Prop 6

0 < D ∈ Zが与えられたとき

R◦
2
(D) = {α ∈ R◦

2
: Dα = D}

は有限集合である.
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証明 α ∈ R◦2(D)とする. gα(t) = at2 + bt + cとすれば

α =
−b + ϵ

√
D

2a
> 1 かつ − 1 <

−b − ϵ
√

D
2a

< 0

と表せる. ここで ϵ ∈ {±1}. ϵ = −1とすると

1 <
−b −

√
D

2a
−

(
−b +

√
D

2a

)
= −
√

D
a
< 0

で矛盾するから, ϵ = 1. よって

b +
√

D < 2a < −b +
√

D

これから
−
√

D < b < 0

で bの可能性は有限とおりしかなく, aの可能性も有限とおりである. b2 − 4ac = Dから, c
の可能性も有限とおりである. よって R◦2 の要素の最小多項式となりうる 2次式は有限個
である. □

Lemma 7

α, β ∈ R∞ で α ∼ βとする. このとき α ∈ R2 ならば β ∈ R2 で, Dα = Dβ である.

証明 A = (ai j) ∈ GL2(Z)により α = Aβとする. 前半は明らか. αの最小多項式を

gα(t) = at2 + bt + c = (t, 1)
(

a b/2
b/2 c

) (
t
1

)
と表示すると

0 = gα(Aβ) =
1

(a21β + a22)2 · (β, 1)tA
(

a b/2
b/2 c

)
A

(
β

1

)
である. これから

gβ(t) = (t, 1)tA
(

a b/2
b/2 c

)
A

(
t
1

)
が成り立つ. det A = ±1だから

Dβ = 4 det tA
(

a b/2
b/2 c

)
A = (det A)2Dα = Dα

となる. □
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Prop 8

α ∈ R2 として, α = [a0, a1, · · · ], αn = [an, an+1, · · · ]とする. このとき,十分大きなす
べての nで αn ∈ R◦

2
である. α ∈ R◦

2
ならば,すべての n ≥ 1で αn ∈ R◦

2
である.

証明 Lemma 7より αn ∈ R2 かつ Dα = Dαn である.

An =

(
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

)
=

(
a0 1
1 0

) (
a1 1
1 0

)
· · ·

(
an−1 1

1 0

)
, rn =

pn

qn

とおけば α = Anαn. よって

A−1
n = (−1)n

(
qn−2 −pn−2

−qn−1 pn−1

)
より αn = A−1

n α =
qn−2α − pn−2

−qn−1α + pn−1
= (−1)

qn−2α − pn−2

qn−1α − pn−1

となる. n ≥ 1のとき αn > 1だから,十分大きな nで −1 < αιn < 0を示せばよい.

αιn = (−1)
qn−2αι − pn−2

qn−1αι − pn−1
= (−1)

qn−2

qn−1
· α
ι − rn−2

αι − rn−1
かつ lim

n→∞

αι − rn−2

αι − rn−1
= 1

だから nが十分大きいとき, αιn < 0である. さらに Lemma 1 (1)から

αι − rn−2

αι − rn−1
= 1 +

rn−1 − rn−2

αι − rn−1
= 1 +

(−1)n

qn−1qn−2(αι − rn−1)

だから,

1 + αιn = 1 + −qn−2

qn−1

(
1 +

(−1)n

qn−1qn−2(αι − rn−1)

)
=

1
qn−1

(
qn−1 − qn−2 +

(−1)n

qn−1(αι − rn−1)

)
ここで Lemma 1 (5), (7)から

lim
n→∞

(−1)n

qn−1(αι − rn−1)
= 0 かつ qn−2 < qn−1

なので, nが十分大きいならば 1 + αιn > 0である.

α ∈ R◦2 とする. このとき

1 < α = a0 +
1
α1

で a0 は整数, 1 < α1 だから, 1 ≤ a0 である. −1 < αι < 0から

− 1
αι1
= a0 − αι > 1 これから − 1 < αι1 < 0

で α1 ∈ R◦2 となる. 帰納的に 1 ≤ nで αn ∈ R◦2 となる. □

12



Lemma 9

β ∈ R◦
2
とする. このとき c ∈ Zに対して

α = c +
1
β
∈ R◦

2
⇐⇒ c =

⌊
− 1
βι

⌋

証明 βは簡約なので β > 1かつ −1/βι > 1である.

c = ⌊−1/βι⌋ ⇐⇒ c < − 1
βι
< c + 1 ⇐⇒ −1 < c +

1
βι
< 0 ⇐⇒ −1 < αι < 0

□

13



4 2次無理数の連分数

Def α = [a0, a1, a2, · · · ]を単純無限連分数とする.

(1)ある k ≥ 1で α = αk が成り立つとき,つまり

[a0, a1, · · · , ak−1, a0, a1, · · · , ak−1, · · · ]

の形になるとき,これを純周期的といい α = [a0, · · · , ak−1]と表す.

(2)ある m > n ≥ 0で αm = αn が成り立つとき, αを周期的という.

例 α = [1] = [1, 1, 1, · · · ]とすると, α = [1, α]だから

α = 1 +
1
α
つまり α2 − α − 1 = 0

を満たすので

α =
1 +
√

5
2

である.

定理 10 (Euler-Lagrange)

α ∈ R∞ とする. このとき
(1) α ∈ R2 ⇐⇒ αの連分数が周期的
(2) α ∈ R◦

2
⇐⇒ αの連分数が純周期的

証明 α = [a0, a1, · · · ], αn = [an, an+1, · · · ]とする.

(1) (=⇒) α ∈ R2 とする. Prop 8から

∃N s.t. αn ∈ R◦2 (∀n ≥ N)

α ∼ αn だから, Lemma 7より Dα = Dαn となる. Prop 6より {αn}n≥N は同じ判別式をもつ
簡約 2次無理数の集合だから有限集合になる. したがって

∃m > ∃n ≥ N s.t. αm = αn

よって αは周期的になる.

(2) (⇐=) αが純周期的で α = [a0, a1, · · · , ak−1]とする. αk = α,つまり

α = [a0, a1, · · · , ak−1, α]

だから

α = Aα, A =
(
a0 1
1 0

)
· · ·

(
ak−1 1

1 0

)
=

(
pk−1 pk−2

qk−1 qk−2

)
14



と書ける. これから α ∈ R2 である. Prop 8より
∃N s.t. αn ∈ R◦2 (∀n ≥ N)

n = mk ≥ Nとすると, α = αmk ∈ R◦2 となる.

(1) (⇐=) αが周期的とすると,ある n ≥ 1で αnは純周期的になる. 上の証明から αn ∈ R◦2.
αn ∼ αだから, Lemma 7より α ∈ R2 である.

(2) (=⇒) α ∈ R◦2 とする. (1)から αは周期的で

α = [a0, · · · , an−1, αn], αn ∈ R◦2 は純周期的 αn = αn+k

と書ける. Prop 8より,すべての α j は簡約である. とくに

αn−1 = [an−1, αn] = an−1 +
1
αn
, αn+k−1 = [an+k−1, αn+k] = an+k−1 +

1
αn+k

で, Lemma 9を適用すると

an−1 = ⌊−1/αιn⌋ = ⌊−1/αιn+k⌋ = an+k−1

よって αn−1 = αn+k−1. これを繰り返すと α = α0 = αk となり αは純周期的になる. □

Prop 11

α = [a0, a1, · · · , ak−1] ∈ R◦
2
のとき

− 1
αι
= [ak−1, ak−2, · · · , a0]

である.

証明 α = [a0, · · · , ak, α]だから

α = Aα, A =
(
a0 1
1 0

)
· · ·

(
ak−1 1

1 0

)
=

(
pk−1 pk−2

qk−1 qk−2

)
となる. β = [ak−1, ak−2, · · · , a0] = [ak−1, · · · , a0, β]とすると

β = tAβ, tA =
(
ak−1 1

1 0

)
· · ·

(
a0 1
1 0

)
=

(
pk−1 qk−1

pk−2 qk−2

)
が成り立つ. これから, βは

g(t) = pk−2t2 + (qk−2 − pk−1)t − qk−1

の根である.
g(−1/αι) = −(αι)−2

(
qk−1α

2 + (qk−2 − pk−1)α − pk−2

)ι
= 0

で, βと −1/αι はどちらも g(t)の正の根になるから β = −1/αι となる.

□
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5 連分数による無理数の近似

Lemma 12

α = [a0, a1, · · · ] ∈ R∞ として, rn = pn/qn = [a0, · · · , an], αn = [an, an+1, · · · ]とする.
このとき,任意の n ≥ 1で以下が成り立つ.

(1) qn−2α − pn−2 =
(−1)nαn

qn−1αn + qn−2

(2) qn−1α − pn−1 =
(−1)n−1

qn−1αn + qn−2

(3)
1

(an+1 + 2)q2
n

≤ 1
(qn+1 + qn)qn

< |α − rn| <
1

qn+1qn
<

1

an+1q2
n

≤ 1

q2
n

(4) |α − rn+1| < |α − rn|

証明 (1), (2) α = [a0, · · · , an−1, αn]から

α =
pn−1αn + pn−2

qn−1αn + qn−2

となる. Lemma 1 (1)から

qn−2α − pn−2 =
(pn−1qn−2 − pn−2qn−1)αn

qn−1αn + qn−2
=

(−1)nαn

qn−1αn + qn−2

qn−1α − pn−1 =
pn−2qn−1 − pn−1qn−2

qn−1αn + qn−2
=

(−1)n−1

qn−1αn + qn−2

(3) (2)から

|qnα − pn| =
1

qnαn+1 + qn−1

n ≥ 1だから 1 ≤ an+1 < αn+1 < an+1 + 1かつ 1 ≤ qn−1 ≤ qn. よって

qn+1 = qnan+1 + qn−1 < qnαn+1 + qn−1 < qn(an+1 + 1) + qn−1 = qn+1 + qn ≤ qn(an+1 + 2)

これから

1
(an+1 + 2)q2

n
≤ 1

(qn+1 + qn)qn
< |α − rn| <

1
(an+1qn + qn−1)qn

=
1

qn+1qn
<

1
an+1q2

n
≤ 1

q2
n

(4) Lemma 1 (5)から qn+1 + qn ≤ qn+2 だから, (3)より

|α − rn| >
1

(qn+1 + qn)qn
>

1
qn+2qn

>
1

qn+2qn+1
> |α − rn+1|

□
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Prop 13

α = [a0, a1, · · · ], β = [b0, b1, · · · ] ∈ R∞ として

a0 = b0, · · · , an−1 = bn−1, an , bn

とする,このとき
(1) |α − β| ≤ 22−n (n ≥ 1)
(2) α < β ⇐⇒ (−1)nan < (−1)nbn (n ≥ 0)

証明 (1) p j/q j = [a0, · · · , a j]を近似分数とすれば 1 = q0 ≤ q1 = a1 < q2 < · · · である. 任意
の j ≥ 0で q j ≥ 2( j−1)/2 が成り立つ. これは j = 0, 1では明らかで,帰納法により

q j = a jq j−1 + q j−2 ≥ 2q j−2 ≥ 2 · 2( j−3)/2 = 2( j−1)/2

である. 仮定から, rn−1 = pn−1/qn−1 = [a0, · · · , an−1] = [b0, · · · , bn−1]で, α, β ∈ [rn−1,+∞)ま
たは α, β ∈ (−∞, rn−1]であるから,

|α − β| ≤ max(|α − rn−1|, |β − rn−1|)

である. Lemma 12 (3)から

|α − rn−1| <
1

q2
n−1

≤ 22−n

で,同様に |β − rn−1| < 22−n だから, |α − β| ≤ 22−n である.

(2) n = 0では自明である. 1 ≤ nとする. 一般に 0 < x, y ∈ Rのとき

[a0, x] < [a0, y] ⇐⇒ x > y ⇐⇒ −x < −y

も自明である. [a0, a1, · · · , an−1, αn] = [a0, [a1, · · · , an−1, αn]]と見れば

α < β ⇐⇒ [a0, [a1, · · · , an−1, αn]] < [a0, [a1, · · · , an−1, βn]]

⇐⇒ (−1)[a1, · · · , an−1, αn] < (−1)[a1, · · · , an−1, βn]

⇐⇒ (−1)2[a2, · · · , an−1, αn] < (−1)2[a2, · · · , an−1, βn]

⇐⇒ (−1)nαn < (−1)nβn

an , bn のとき
[an, x] < [bn, y] ⇐⇒ an < bn (∀x, y ≥ 1)

だから
α < β ⇐⇒ (−1)nαn < (−1)nβn ⇐⇒ (−1)nan < (−1)nbn

□
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Lemma 14

α = [a0, a1, · · · ] ∈ R∞ で rn = pn/qn = [a0, · · · , an]とする. r = p/q ∈ Q (q > 0)を
既約分数とするとき, n ≥ 1で次が成り立つ.
(1) |qα − p| < |qnα − pn| =⇒ q ≥ qn+1

(2) |α − r| < |α − rn| =⇒ q > qn

証明 (1) q < qn+1 と仮定する. 連立方程式pnx + pn+1y = p

qnx + qn+1y = q

は

A =
(
pn pn+1

qn qn+1

)
, det A = ±1

だから,整数解 (
c
d

)
= A−1

(
p
q

)
をもつ.

(cd , 0): c = 0 ならば d = q/qn+1 > 0 よって q/qn+1 ≥ 1 で矛盾. また d = 0 ならば
c = p/pn = q/qn. つまり p/q = pn/qn で両辺の既約性から p = pn, q = qn である. これは条
件 |qα − p| < |qnα − pn|に矛盾する. したがって cd , 0である.

(c, d は異なる符号をもつ): d < 0 ならば, qnc = q − qn+1d > 0 より c > 0. d ≥ 1 ならば,
qnc = q − qn+1d ≤ q − qn+1. q < qn+1 と仮定しているから qnc < 0よって c < 0.

Lemma 1 (6)から α − rn と α − rn+1 は異なる符号をもつから, qnα − pn と qn+1α − pn+1 も
異なる符号をもつ. よって

c(qnα − pn)と d(qn+1 − αpn+1)は同符号

これから

qα − p = (qnc + qn+1d)α − (pnc + pn+1d) = c(qnα − pn) + d(qn+1α − pn+1)

により
|qα − p| = |c(qnα − pn)| + |d(qn+1α − pn+1)| > |qnα − pn|

となり,条件に矛盾する.

(2) q ≤ qn と仮定する.

q|α − r| < qn|α − rn| よって |qα − p| < |qnα − pn|

となるので, (1)より q ≥ qn+1 > qで矛盾する. □

18



定理 15 (Lagrange)

α ∈ R∞ に対して,既約分数 p/q ∈ Q (q > 0)が∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ < 1
2q2

を満たすならば,ある nで p/q = pn/qn が成り立つ.

証明 p/qが近似分数でないとする. ある nで qn ≤ q < qn+1 となる. Lemma 14 (1)から

|qnα − pn| ≤ |qα − p| < 1
2q

よって ∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣ < 1
2qqn

p/q , pn/qn だから 1 ≤ |pqn − qpn|,したがって

1
qqn
≤ |pqn − qpn|

qqn
=

∣∣∣∣∣pq − pn

qn

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣α − p
q

∣∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣ < 1
2q2 +

1
2qqn

これから q < qn となり矛盾である. □

Prop 16

α ∈ R∞ に対して,近似分数 pn−1/qn−1 と pn/qn (n ≥ 2)の少なくとも一つは,不等式∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ < 1
2q2

を満たす.

証明 背理法で ∣∣∣∣∣α − pn−1

qn−1

∣∣∣∣∣ ≥ 1
2q2

n−1

かつ
∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣ ≥ 1
2q2

n

と仮定する. αは pn−1/qn−1 と pn/qn の間にあるから

1
qn−1qn

=
|pn−1qn − qn−1pn|

qn−1qn
=

∣∣∣∣∣pn−1

qn−1
− pn

qn

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣α − pn−1

qn−1

∣∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣ ≥ 1
2q2

n−1

+
1

2q2
n

これから (qn − qn−1)2 ≤ 0となり矛盾である. □
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6 無理数性指数

Prop 17

(1) (Legendre) αが無理数ならば,不等式∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ < 1
2q2

を満たす有理数 p/qが無限にある.
(2) δ > 0と K > 0を任意にとる. αが有理数ならば,不等式∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ < K
q1+δ

を満たす有理数 p/qは有限個である.

証明 (1)は Prop 16から従う. (2) α = c/dとして c/d , p/qが∣∣∣∣∣ cd − p
q

∣∣∣∣∣ < K
q1+δ

を満たすとする. このとき

1
dq
≤ |cq − dp|

dq
=

∣∣∣∣∣ cd − p
q

∣∣∣∣∣ < K
q1+δ

から
qδ < dK つまり q < (dK)1/δ

なので, qの可能性は有限である. qを固定すると pの可能性も有限である. □

系 18 (Dirichlet)

α ∈ Rについて

αが無理数 ⇐⇒
∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ < 1
q2
を満たす有理数 p/qが無限にある

Def 実数 αに対し,ある有理数係数の多項式 f (x) ∈ Q[x]で f (α) = 0となるものが存在す
るとき, αを代数的数とよび,代数的数でない実数を超越数とよぶ. 代数的数の全体を Ralg

と表し,超越数の全体を Rtr と表せば, Ralg は体になり可算集合である. Rtr は非可算集合
である.
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定理 19

α ∈ Rは代数的数で,そのQ上の最小多項式の次数を dとする.
(1) (Liouville) 定数 C = C(α) > 0が存在して,∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ ≥ C
qd

がすべての有理数 p/qで成り立つ.
(2) (Thue) 任意の δ > 0に対し,定数C = C(α, δ) > 0が存在して∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ ≥ C
qd/2+δ

がすべての有理数 p/qで成り立つ.
(3) (Siegel) 任意の δ > 0に対し,定数C = C(α, δ) > 0が存在して∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ ≥ C

q2
√

d+δ

がすべての有理数 p/qで成り立つ.
(4) (Roth) 任意の δ > 0に対し, ∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ < 1
q2+δ

を満たす有理数 p/qは有限個である.

Rothの定理の証明は [7]を参照. Rothはこの結果により 1958年に Fields賞を受賞した.

Def α ∈ Rに対し

µ(α) = sup
{
µ > 0 :

∣∣∣∣∣α − p
q

∣∣∣∣∣ < 1
qµ
を満たす有理数 p/qが無限に存在する

}
を αの無理数性指数 (irrationality exponent)という. 系 18と定理 19から

µ(α)


= 1 ⇐⇒ α ∈ Q

≥ 2 ⇐⇒ α ∈ R∞
> 2 =⇒ α ∈ Rtr (逆は成り立たない)

とくに µ(α) = +∞となる αを Liouville数とよぶ

例
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(1) ξ =
∞∑

k=1

1
10k!
は Liouville数である. 実際 m ≥ 1に対し

ξm =

m∑
k=1

1
10k!
=

cm

dm
dm = 10m!

とすると

|ξ − ξm| =
∞∑

k=m+1

1
10k!
≤ 10

10(m+1)!
=

1
10m·m!

10
10m! ≤

1
10m·m! =

1
dm

m

である. よって,任意の µ > 0に対し ∣∣∣∣∣ξ − p
q

∣∣∣∣∣ < 1
qµ

は無限個の解 p/q = ξm (m ≥ µ)をもつから, µ(ξ) = +∞である.

(2) µ(e) = 2 .

(3) Apéryは ζ(3)の無理数性を次のように証明した. n ∈ Nに対し an, bn を

an =

∞∑
k=0

(
n
k

)2(n + k
k

)2
 n∑

j=1

1
j3 +

k∑
j=1

(−1) j−1

2 j3
(n

j

)(n+ j
j

)


bn =

n∑
k=0

(
n
k

)2(n + k
k

)2

として
pn = lcm(1, 2, · · · ,n)3an, qn = lcm(1, 2, · · · , n)3bn

とおくと pn, qn ∈ Zになる. このとき

δ =
4 log(1 +

√
2) − 3

4 log(1 +
√

2) + 3
= 0.080259 · · ·

に対し
∃C > 0 s.t.

∣∣∣∣∣ζ(3) − pn

qn

∣∣∣∣∣ ≤ C
q1+δ

n
(∀n)

が成り立ち, Prop 17 (2)より ζ(3)は無理数になる.

µ(ζ(3)) ≤ 1 +
1
δ
= 13.417820 · · ·

である. 以上については

Van der Poorten, The Mathematical Intelligencer 1 (4) (1979) 195 - 203.

また µ(ζ(3))の評価は改良されている．　
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(4) µ(π)はわかっていない. 最近 Zeilberger - Zudilinにより

µ(π) ≤ 7.103205334137...

が示された. 計算は次を使う.

• ϵn = an + bnπ ∈ Z + πZに対し,

lim sup
n→∞

log |ϵn|
n

≤ −τ, lim
n→∞

log |bn|
n

= σ, (σ, τ > 0) =⇒ µ(π) ≤ 1 +
σ
τ

• 0 ≤ n ∈ Zに対し

In := i(−1)n+1
∫ −1+2i

−1−2i

5(x5 + 6x3 + 25x)2n

(25 − x2)3n+1 dx

とする. また

Pn :=
{

p 素数 : max(5,
√

3n) < p,
1
2
≤

{
n
p

}
<

2
3

}
として,

Ln :=
lcm(1, 2, · · · , 4n)∏

p∈Pn
p

∈ Z

とすると
ϵn := 22−⌊5n/2⌋LnIn = an + bnπ ∈ Z + Zπ

で,

lim sup
n→∞

log |ϵn|
n

= −1.9029 · · · , lim
n→∞

log |bn|
n

= 11.6138...

以上については

Zeilberger and Zudilin, Moscow Journal of Combinatorics and Number Theory, Vol.9,
No.4 (2020) 407 - 419.

また無理数性指数の上界を求めるための一般的なアイデアについては

Zeilberger and Zudilin, Automatic discovery of irrationality proofs and irrationality
measures, International J. of Number Theory, Vol. 17 (2021) 815 - 825.

(5) 一般に, α = [a0, a1, · · · ] ∈ R∞の第 n近似分数を pn/qnとすると, Lemma 12 (3)の評価
から

µ(α) = 2 + lim sup
n→∞

log an+1

log qn

が容易にわかる.

実数 δ ≥ 2に対し,集合
{α ∈ (0, 1) : µ(α) ≥ δ}

の測度論的な結果を紹介する.
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Def P(Rn)を Rn の部分集合の全体とする. A ∈ P(Rn)の直径を

d(A) = sup{∥x − y∥ : x, y ∈ A}

で定め,固定した ϵ > 0に対し

Pϵ(Rn) = {A ∈ P(Rn) : A = Rn または d(A) ≤ ϵ}

とおく. 実数 λ ≥ 0に対し Hλ,ϵ : P(Rn) −→ [0,+∞]を

Hλ,ϵ(A) := inf

 ∞∑
j=1

d(E j)λ : E j ∈ Pϵ(Rn), A ⊂
∞∪
j=1

E j


とすると Hλ,ϵ は Rn の外測度になり,

ϵ1 < ϵ2 =⇒ Hλ,ϵ1(A) ≥ Hλ,ϵ2(A)

を満たす. よって
Hλ(A) = lim

ϵ→+0
Hλ,ϵ(A) ∈ [0,+∞]

が存在する. Hλ をHausdorff測度とよぶ.

次が成り立つ.

• Hλ は Rn の外測度で , Hλ-可測集合族上の測度になる. Hλ-可測集合族は Rn の Borel集
合族を含む.

• H0 は counting measureで, Hn は Lebesuge測度の定数倍になる.

• λ > n =⇒ Hλ(Rn) = 0

• A ⊂ Rn に対し,ある ρ > 0で

Hρ(A) < ∞ =⇒ Hλ(A) = 0 (ρ < ∀λ)

Hρ(A) > 0 =⇒ Hλ(A) = ∞ (0 ≤ ∀λ < ρ)

Def A ⊂ Rn に対し

dimH(A) = inf{λ : Hλ(A) = 0} = sup{λ : Hλ(A) = ∞}

を AのHausdorff次元とよぶ.

例 A ⊂ Rn に対し

(1) Aが可算 =⇒ dimH(A) = 0.

(2) Aの Lebesgue測度 > 0 =⇒ dimH(A) = n
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(3) k = 0, 1, 2に対しCantorの 3進集合を

Ak =

 ∞∑
i=1

ai

3i : ai ∈ {0, 1, 2} \ {k}


とする. このとき

dimH(Ak) =
log 2
log 3

(k = 0, 1, 2)

で
Hlog 2/ log 3(A1) = 1, Hlog 2/ log 3(A0) = Hlog 2/ log 3(A2) = 0.6457 · · ·

一般に ρ = dimH(A)のとき Hρ(A)は 0や∞になることもある.

Hausdorff測度については

長澤壯之,ルベーグ流測度論と積分論 (2021)共立出版

に詳しい. (3)は

H. Wegmann, Math. Annalen Vol. 193 (1971) 7 - 20.

定理 20 (Jarnik, Besicovitch, Güting)

(1) 任意の実数 δ ≥ 2に対し

dimH

(
{α ∈ (0, 1) : µ(α) > δ}

)
= dimH

(
{α ∈ (0, 1) : µ(α) ≥ δ}

)
= dimH

(
{α ∈ (0, 1) : µ(α) = δ}

)
=

2
δ

である. とくに µ(α) = δとなる超越数は非加算存在する.
(2) 2 ≤ ρ ∈ Rとする. α = [0, a1, a2, · · · ] ∈ R∞ が

∀ϵ > 0 ∃N ≥ 1 s.t. qρ−2−ϵ
n < an+1 < qρ−2+ϵ

n (∀n > N)

を満たすならば, µ(α) = ρである.

(1)は [4, Chapter 3]を参照. (2)は

R. Güting, Michigan Math. J. Vol. 10 (1963) 161 - 179.

注 Liouville数 {α ∈ (0, 1) : µ(α) = ∞}は非加算であるが, Hausdorff次元 = 0である.

系 21 (E.Borel)

{α ∈ R : µ(α) > 2}の Lebesgue測度は 0である.
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7 Lagrangeスペクトラム

系 21により,ほとんどすべての α ∈ Rに対し, µ(α) = 2である.

Def α ∈ Rに対し.

L(α) = sup
{

L > 0 :
∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣ < 1
Lq2 を満たす有理数 p/qが無限に存在する

}
を α の Lagrange数という. そのような L > 0 が存在しない場合は L(α) = 0 と定める.
Prop 17から

α ∈ Q ⇐⇒ L(α) = 0, α ∈ R∞ ⇐⇒ 2 ≤ L(α)

集合
L = {L(α) : α ∈ R∞}

を Lagrangeスペクトラム (Lagrang spectrum)という.

Lemma 22

αが無理数で pn/qn を近似分数とする. このとき, L ≥ 2に対して∣∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣∣ < 1
Lq2

を満たす有理数 p/qが無限に存在する

⇐⇒
∣∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣∣ < 1

Lq2
n

を満たす nが無限に存在する

である. とくに

L(α) = sup

L > 0 :

∣∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣∣ < 1

Lq2
n

を満たす nが無限に存在する


となる.

証明 =⇒を示せばよい. p/qが条件を満たすとする. p/q = (ks)/(kt)で s/tは既約とする.
このとき ∣∣∣∣α − s

t

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣α − p
q

∣∣∣∣∣ < 1
Lq2 ≤

1
Lt2

だから s/tも条件を満たす. Lagrangeの定理から,ある nで s/t = pn/qn となる. したがっ
て,条件を満たす p/qは p/q = (kpn)/(kqn)の形で, nを固定したとき kのとりうる値は有限
とおりである. p/qは無限にあるから, nも無限にある. □
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Lemma 23

α ∈ R∞ に対し,
L(α) < ∞ =⇒ µ(α) = 2

証明 対偶を示す. µ(α) > 2とする. µ(α) ≥ 2 + δとなる δ > 0を固定すれば∣∣∣∣∣α − p
q

∣∣∣∣∣ < 1
q2+δ を満たす有理数 p/qが無限に存在する

L ≥ 2に対し,このような p/qで q < L1/δ となる p/qは有限個である. よって無限個の p/q
で

q ≥ L1/δ つまり
∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣ < 1
Lq2

よって L(α) ≥ Lで Lは任意でよいから L(α) = ∞になる. □

定理 24 (Hurwitz)

任意の α ∈ R∞ に対し, L(α) ≥
√

5である.

証明 α = [a0, a1, · · · ] の近似分数を rn = pn/qn とする. Prop 16 と同様に, 各 n ≥ 2 で
rn−1, rn, rn+1 の少なくとも一つは,不等式∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣ < 1√
5q2

を満たすことを示す. 背理法で

|α − ri| ≥
1√
5q2

i

(i = n − 1,n,n + 1)

と仮定する. αは rn−1 と rn の間にあるから

1
qn−1qn

=
|pn−1qn − qn−1pn|

qn−1qn
=

∣∣∣∣∣pn−1

qn−1
− pn

qn

∣∣∣∣∣ = |α − rn−1| + |α − rn| ≥
1√

5q2
n−1

+
1√
5q2

n

である. よって qn

qn−1
+

qn−1

qn
≤
√

5

任意の x ≥ 1に対し

x +
1
x
≤
√

5 ⇐⇒ x2 −
√

5x + 1 ≤ 0 ⇐⇒ x ≤
√

5 + 1
2
,

1
x
≥
√

5 − 1
2
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であるから, x = qn/qn−1 に当てはめれば

qn

qn−1
<

√
5 + 1
2
,

qn−1

qn
>

√
5 − 1
2

rn と rn+1 で同様にすれば
qn+1

qn
<

√
5 + 1
2

qn+1 = an+1qn + qn−1 だから

√
5 + 1
2

>
qn+1

qn
= an+1 +

qn−1

qn
≥ 1 +

qn−1

qn
> 1 +

√
5 − 1
2

=

√
5 + 1
2

で矛盾である. □

α = [a0, a1, · · · ] ∈ R∞ として

αn+1 = [an+1, an+2, · · · ], α◦n =
qn−1

qn

(1.3)
= [0, an, an−1, · · · , a1]

とおく. Lemma 12 (2)から

qnα − pn =
(−1)n

qnαn+1 + qn−1

よって ∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣ = 1
(αn+1 + α◦n) q2

n

Prop 25

任意の α ∈ R∞ に対し
L(α) = lim sup

n→∞
(αn+1 + α◦n)

注 一般の数列 {xn}で
lim sup

n→∞
xn = lim

n→∞
sup{xi : i ≥ n}

であるが, {xn}が上に有界ならば

lim sup
n→∞

xn = sup
{

lim
j→∞

xn j : {xn j}は {xn}の任意の収束部分列
}

でもある.

28



証明 右辺をM(α)とおく.∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣ < 1
Lq2

n
を満たす nが無限に存在する

ような L ≥
√

5を任意にとる. このとき

1
(αn+1 + α◦n) q2

n
<

1
Lq2

n
すなわち L < αn+1 + α

◦
n

となる nが無限にあるから

L ≤M(α) よって L(α) ≤M(α)

である. 0 <M <M(α)を任意にとる.

M < αn+1 + α
◦
n

を満たす nが無限にある. これから∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣ < 1
Mq2

n
を満たす nが無限に存在する

よってM ≤ L(α)でM(α) ≤ L(α)が従う. □

例 α = [1] = (1 +
√

5)/2とすると, αn+1 = αかつ

1
α◦n
=

qn

qn−1
= [1, · · · , 1] −→ α (n→∞)

だから

L(α) = lim sup
n→∞

(αn+1 + α
◦
n) = lim

n→∞
(αn+1 + α

◦
n) = α +

1
α
=
√

5

同様の計算で, β = [2] = 1 +
√

2とすると L(β) =
√

8となる.

系 26

Lの最小値は
√

5である.
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8 Lagrangeスペクトラムと難近似数

Prop 27

任意の α，β ∈ R∞ に対し
α ∼ β =⇒ L(α) = L(β)

証明 Prop 5より,ある γ = [c1, c2, · · · ] ≥ 1により

α = [a0, a1, · · · , ak, γ], β = [b0, · · · , bℓ, γ]

と書ける. γn = [cn, cn+1, · · · ]として

σn = αk+n + α
◦
k+n−1 = γn + [0, cn−1, · · · , c1, ak, · · · , a1]

τn = βk+n + β
◦
k+n−1 = γn + [0, cn−1, · · · , c1, bk, · · · , b1]

とおく. Prop 25から

L(α) = lim sup
n→∞

σn, L(β) = lim sup
n→∞

τn

Prop 13 (1)から

|σn − τn| = |[0, cn−1, · · · , c1, ak, · · · , a1] − [0, cn−1, · · · , c1, bk, · · · , b1]| ≤ 22−n

いま {σn}の部分列 {σn j}で σn j → L(α) ( j→∞)となるものをとる. このとき

lim
j→∞
|σn j − τn j | = 0

だから τn j → L(α) ( j → ∞). よって L(α) ≤ L(β). 同様に L(β) ≤ L(α) が示せるので
L(α) = L(β)である. □

系 28

α ∈ R∞ が L(α) < 3を満たすならば

∃β = [b0, b1, · · · ] ∈ R∞ s.t. α ∼ β かつ bn ∈ {1, 2} (∀n ≥ 0)

さらに, α / [1], [2]のときは,数列 {bn}は 1と 2の両方を無限個含む.
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証明 α = [a0, a1, · · · ]とする. an+1 ≥ 3ならば

αn+1 + α
◦
n = [an+1, an+2, · · · ] + [0, a1, · · · , an] > 3

このような n が無限にあれば, L(α) ≥ 3 となるので, 有限個の n を除いて an ≤ 2 である.
したがって,ある n0 で an ≤ 2 (n ≥ n0)となり

α ∼ [an0 , an0+1, · · · ]

□

例 α = [12] = [1, 2, 1, 2, · · · ]とすると L(α) =
√

12 > 3なので,系 28の逆は成り立たない.

R′∞ = {α = [a0, a1, · · · ] ∈ R∞ : {an}n は有界数列 }とおく.

Def α ∈ R∞ に対し,

∃C > 0 s.t.
∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣ > C
q2 (∀p/q ∈ Q)

であるとき, αを難近似数 (badly approximable number)という.

Prop 29

αが難近似 ⇐⇒ α ∈ R′∞

証明 (=⇒): α = [a0, a1, · · · ]とする. 仮定と Lemma 12(3)から

C
q2

n
<

∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣ < 1
an+1q2

n
(n ≥ 1) よって an+1 ≤ 1/C

(⇐=): α ∈ R′∞としてM = sup an+2とおく. p/q ∈ Qに対し qn−1 ≤ q < qnとする. Lemma
14(2)と Lemma 12(3)から∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣ > ∣∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣∣ ≥ 1
(an+1 + 2)q2

n
≥ 1

Mq2
n

ここで qn

qn−1
= an +

qn−2

qn−1
≤ an + 1 <M

から
1
qn
>

1
Mqn−1

≥ 1
Mq

よって
∣∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣∣ > 1
Mq2

n
>

1
M3q2

がすべての p/qで成り立つ. □
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有名な未解決問題をいくつか述べる.

予想 (Markovの一意性予想)

α, β ∈ R∞ に対し, L(α) = L(β) < 3ならば α ∼ βである.

この予想については,文献 [1, §2.3]を参照.

予想 (McMullenの Arithmetic Chaos予想)

ℓ ≥ 1に対し

R∞(2, ℓ) =
{
[0, a1, · · · , aℓ] : a j ∈ {1, 2} (j = 1, · · · , ℓ)

}
とおき, 実 2次体 F に対し gF(ℓ) = ♯(F ∩ R∞(2, ℓ)) と定める. このとき, 任意の F で
gF(ℓ)は ℓ → ∞のとき指数的に増大する.

この予想については,次を参照.

A. Kontorovich, Applications of thin orbits, in ”Dynamics and Analytic Number The-
ory” Cambridge University Press 2016, pp 289 - 317.

Mahlerの問題

A1 を Cantorの 3進集合

A1 =

 ∞∑
i=1

ai

3i
: ai ∈ {0, 2}


とする. このとき A1 に含まれる代数的数は 0と 1に限る.

これは

K. Mahler, Some suggestions for further research, Bull. Australian Math. Soc., Vol. 29
(1984) 101 - 108.

に載っている問題の一つである. 最近の進展については

Y. Bugeaud, D. H. Kim, M. Laurent and A. Nogueira, On the Diophantine nature of the
elements of Cantor sets arising in the dynamics of contracted rotations, preprint, arXiv
2001.00380v1.
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9 LagrangeスペクトラムとMarkov数

3変数方程式
(M) x2

1 + x2
2 + x2

3 = 3x1x2x3

をMarkov方程式という

Def (M)の整数解 (u1,u2,u3) ∈ Z3で ui > 0 (i = 1, 2, 3)であるものをMarkovトリプルと
いう. (M)は x1, x2, x3 について対称的なので, (u1,u2,u3)の並び順は任意でよい. Markov
トリプルに現れる整数をMarkov数とよぶ. Markov数の全体をMと表す.

例 ui < 50であるようなMarkovトリプルは

(1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 5), (1, 5, 13), (2, 5, 29), (1, 13, 34)

である. よって
M = {1, 2, 5, 13, 29, 34, · · · }

となる. (1, 1, 1), (1, 1, 2)以外のMarkovトリプルを非特異Markovトリプルという.

Lemma 30

(u1, u2, u3)が非特異Markovトリプルならば, u1, u2, u3 は互いに異なる数である.

証明 たとえば u1 = u2 とする. このとき u2
1 | u2

3. u3 = cu1 とおける. (M)に代入すれば

c2 + 2 = 3cu1

より c | 2. よって c = 1または c = 2. c = 1のときは u1 = u2 = u3 = 1となり, c = 2のとき
は u1 = u2 = 1,u3 = 2となる. □

u = (u1, u2,u3)がMarkovトリプルのとき,

u2 = max(u1,u2,u3)

であるように並び順を決めておく. u2,u3 を (M)に代入すると, u1 は

x2 − 3u2u3x + (u2
2 + u2

3) = 0

の解であるが,もう一つの解は
3u2u3 − u1

になる.
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Lemma 31

u = (u1, u2, u3)がMarkovトリプルのとき

ℓ(u) = (u1, 3u1u2 − u3, u2) r(u) = (u2, 3u2u3 − u1, u3)

もMarkovトリプルである.

証明 直接の計算で確認できる. □

これから uを起点として 2分 treeができる.

ℓ(ℓ(u)) r(ℓ(u))

ℓ(u)

ℓ(r(u)) r(r(u))

r(u)

u

u = (1, 5, 2)から始めると

(1, 34, 13) (13, 194, 5)

(1, 13, 5)

(5, 433, 29) (29, 169, 2)

(5, 29, 2)

(1, 5, 2)

この treeをMarkov treeとよび TM と表す.

定理 32

任意の非特異Markovトリプル uは,ちょうど 1回だけ TM の中に現れる.

証明 u = (u1,u2,u3)とする. u2 > u3 > u1 のときは (u1, u3, 3u1u3 − u2)がMarkovトリプ
ルになる. u2 > u1 > u3のときは (3u1u3 − u2,u1,u3)がMarkovトリプルになる. どちらの
場合も中央の値は,最初の u2よりも小さい. これを繰り返していくと,最後は (1, 5, 2)また
は (2, 5, 1)になる. uの一段上にあるMarkovトリプルは一意的に決まるので,一意性が従
う. □

系 33

任意のMarkovトリプル u = (u1, u2, u3)に対し, gcd(ui, uj) = 1 (∀i , j)である.
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証明 (1, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 5, 2) では明らか. d = gcd(u1, u2) とすれば, (M) から d | u3 であ
る. このとき u の一段上にあるMarkovトリプルの数もすべて d で割り切れる. 遡れば
d | 1となる. □

系 34

任意のMarkov数は,あるMarkovトリプルの中央の値 (つまりトリプルの中で最大の
値 )になる.

証明 1, 2 ∈ M については明らか. 5 ≤ m ∈ M とする. m はMarkovトリプル u =
(u1,u2,u3)に現れるとする. m = u2 ならば,これでよい. m = u3 > u1 または m = u1 > u3

ならば, uの一段上は (u1,u3, 3u1u3 − u2)または (3u1u3 − u2,u1,u3)となるので, mはその
中央になる. m = min(u1,u2, u3)ならば, uの一段上の u′で, mは最小または中間の値をも
つ. 中間の値を持つ場合は,もう一段上のMarkovトリプルで最大値になるので,それでよ
い. 遡っても最小値が続く場合は m = 1または m = 2に限る. m ≥ 5なのでこの場合はな
い. □

Lemma 35

u = (u1, u2, u3)を非特異Markovトリプルとする. このとき

0 < ∃a ≤
u2

2
s.t. u1a ≡ ±u3 mod u2 かつ a2 ≡ −1 mod u2

が存在し,この aは一意的である. ( a = au を uの特性数という. )

証明 u2 ≥ 5である. 系 33から gcd(u1,u3) = 1だから,方程式

u1x ≡ u3 mod u2, u1y ≡ −u3 mod u2

はそれぞれ 0 < x, y < u2 の範囲でただ一つの解 x0, y0 をもつ. また

u1x ≡ u3 mod u2 ⇐⇒ u1(u2 − x) ≡ −u3 mod u2

から, x0 , y0かつ x0+ y0 = u2となる. したがって a = min(x0, y0)とすれば　 0 < a ≤ u2/2.
この aについて, (M)から

(u1a)2 ≡ u2
3 ≡ −u2

1 mod u2

で gcd(u1,u2) = 1から
a2 = −1 mod u2

となる. □
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Markovトリプル uに対し

γu =
u2 + 2au +

√
9u2

2 − 4

2u2

とおく. ただし u = (1, 1, 1)のとき au = 0, u = (1, 2, 1)のとき au = 1とする.

定理 36 (Markov)

3より小さい Lagrange数すべての集合を

L<3 = {L(α) : α ∈ R∞, L(α) < 3}

と表す. M = {1, 2, 5, 13, 29, · · · }をMarkov数の集合とすると

L<3 =


√

9m2 − 4
m

: m ∈ M


が成り立つ. さらに, m = u2 となるMarkovトリプル uに対し

L(γu) =

√
9m2 − 4

m

である. u , u′ ならば γu / γu′ である. また L(α) < 3ならば, α ∼ γu となる uが唯
一つある.

この定理の証明は簡単ではない. Bombieriによる証明ではワードの概念を必要とする. た
とえば [1, Part V]を参照.

注

(1) L(α) = L(β) < 3のとき,定理から α ∼ γu, β ∼ γu′ となる u,u′ が一意に決まる. このと
き u2 = u′2であるが, u = u′が成り立つかはわからないので, Markovの予想は示されない.

(2) (
√

9m2 − 4)/m→ 3 (m→∞)なので, 3は Lの集積点である.

(3) k1 < k2 < · · · を自然数の増加列として, (1)ki を ki 個の 1を並べた列とする.

α = [(1)k1 , 2, 2, (1)k2 , 2, 2, (1)k3 , · · · ]

とすれば, L(α) = 3である. したがって, Lagrange数が 3に等しく互いに同値でない無理
数は無限にある.

(4) 次の値は Freiman数とよばれる.

cF =
2221564096 + 283748

√
462

491993569
= 4.5278 · · ·

[cF,+∞) ⊂ Lかつ任意の c′ < cF で (c′,+∞) 1 Lが成り立つ (Freiman 1975).

(5) [3, cF) ∩Lについては複雑で,一般にMarkov数との対応はない.
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10 ワード

Def Aを有限集合とする. Aをアルファベットとよび, Aの要素を文字とよぶ. Aの要素の
(有限または無限)列をA上の語またはワードという. A上のワードは x = (xi) = x1x2 · · ·
などと表す. xの列の長さを xの長さといい, |x|と表す. |x| < ∞のとき有限ワード, |x| = ∞
のとき無限ワードという. また,形式的に長さ 0の語 ϵを考え,これを空語という.

Def x = x1x2 · · · を A上のワードとするとき, xの番号が連続する (有限または無限)部分
列 xixi+1 · · · を x の因子 (factor)という. u = x1x2 · · · xn, v = xn+1xn+2 · · · とすると, x は u
と vの連結 x = uvに書ける. このような uを xの prefixとよび, vを xの suffixとよぶ.

Def xを A上の無限ワードとする. xの prefix uと長さ有限の因子 vにより

x = uvvv · · · = uv∞

となるとき, xを周期的といい,さらに u = ϵであるとき xを純周期的という.

例 自然数 b ≥ 2を固定する. 0 < α < 1とするとき, αの b進展開が

α =
∞∑

k=1

xk

bk
(xk ∈ {0, 1, · · · , b − 1})

と一意に書ける. このとき,列 x = (xi)は {0, 1, · · · , b − 1}上のワードを与える.

xが有限ワードまたは周期的 ⇐⇒ α ∈ Q

である.

Def A上の有限または無限ワード xに対して, xの長さ有限の因子すべての集合を F(x)
とおき, xの長さが nの因子すべての集合を Fn(x)とおく. すなわち

F(x) =
∞∪

n=0

Fn(x), Fn(x) = {xkxk+1 · · · xk+n−1 | k ≥ 1}

Fn(x)は有限集合であり,その要素の個数を

p(n, x) = ♯Fn(x)

とおく. これを subword complexity関数という.

注 F1(x) = {xi : i ≥ 1}だから f (1, x)は xに現れる異なる文字の個数である. また, xが無
限ワードならばすべての nで p(n, x) ≤ p(n + 1, x)が成り立つ.

37



Prop 37

xを無限ワードとするとき,次は互いに同値である.
(P1) xは周期的である.
(P2) 数列 {p(n, x)}n≥1 は有界である.
(P3) ∃n ≥ 1 s.t. p(n, x) ≤ n
(P4) ∃n ≥ 1 s.t. p(n, x) = p(n + 1, x)

証明 (P1) =⇒ (P2) : x = uv∞ で u = x1 · · · xk, v = y1 · · · yℓ とする.

x = x1 · · · xky1 · · · yℓy1 · · · yℓ · · ·

だから, n ≥ k + ℓのとき先頭から長さ nの因子を順番にとっていくと, k + ℓ + 1番目以降
は前と同じ因子が現れる. よって p(n, x) ≤ k + ℓである.

(P2) =⇒ (P3)は明らかである.

(P3) =⇒ (P4) : すべての iで p(i, x) < p(i + 1, x)が成り立つとすると

p(n, x) ≥ 1 + p(n − 1, x) ≥ · · · ≥ n + p(0, x) = n + 1

となるので (P2)に矛盾する.

(P4) =⇒ (P1) : p(n, x) = p(n + 1, x)とする. 各 u ∈ Fn(x)に対し,長さ n + 1の語の集合

{ua : a ∈ A}

の元で Fn+1(x)に含まれるものはただ一つである. (ある uでそうでなければ p(n + 1, x) >
p(n, x)となる.) よって各 uの直後にくる文字は一意に決まる. uとして xの中で間隔を空
けて 2回現れる因子をとる. すなわち

x = x1 · · · xmuvu · · · , uvu = u1 · · ·unv1v2 · · · vku1 · · · un

とする. v1 は uの直後にくる文字であるから一意に決まる. v2 は u2 · · · unv1 の直後にくる
文字なのでこれも一意に決まる. 以下同様で,したがって uvuの続きは uvuv · · · となり周
期的になる. □

系 38

無限ワード xが周期的でない ⇐⇒ p(n, x) ≥ n + 1 (∀n ≥ 1)

Def A上の無限ワード xが p(n, x) = n + 1 (∀n ≥ 1)を満たすとき, xを Sturm語という.
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11 Sturm語の性質

xが Sturm語ならば, p(1, x) = 2なので, xに現れる文字はちょうど 2文字である. 文字の
種類は関係しないので,以下では A = {0, 1}として, {0, 1}上のワードを考える.

Def uを {0, 1}上の有限ワードとするとき,

h(u) = uに現れる文字 1の個数

とおき, h(u)を uの高さという. xを {0, 1}上の無限ワードとするとき,各 n ≥ 0に対し

hn(x) = h(x1x2 · · · xn) (n ≥ 1), h0(x) = 0

とおく. 定義から xn = hn(x) − hn−1(x)である.

Def {0, 1}上の有限ワードの集合 Eについて,

u, v ∈ E, |u| = |v| =⇒ |h(u) − h(v)| ≤ 1

が成り立つとき, Eを安定 (balanced)であるという. {0, 1}上の無限ワード xに対し, F(x)
が安定であるとき, xを安定ワードという.

Prop 39

Eを {0, 1}上の有限ワードの集合で

u ∈ E =⇒ F(u) ⊂ E

を満たすとする. Eが安定ならば,すべての n ≥ 1で

♯En ≤ n + 1 ただし En = { u ∈ E : |u| = n}

が成り立つ. とくに xが安定ワードならば,すべての n ≥ 1で p(n, x) ≤ n + 1である.

証明 pn = ♯En とおく. n = 1では明らか. n = 2のとき,因子となりうるのは 00, 01, 10, 11
であるが,安定性から 00と 11が同時に Eの元となることはない. よって p2 ≤ 3である.
背理法で

∃n ≥ 3 s.t. pn−1 ≤ n かつ pn ≥ n + 2

と仮定する. このとき鳩ノ巣原理から

∃u, v ∈ En−1 u , v s.t. 0u, 1u, 0v, 1v ∈ En

である. u , vだから,
∃w s.t. w0,w1は u, vの prefix
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である. ここで w = ϵ でもよい. E の仮定より w0,w1 ∈ E. したがって 0w0, 1w1 ∈ E で
h(0w0) − h(1w1)| = 2なので安定性に矛盾する. □

Def A上の有限ワード x = x1 · · · xn に対し, x∗ = xnxn−1 · · · x1 を xの逆という. x = x∗が成
り立つとき xを回文という.

Prop 40

{0, 1}上の無限ワード xに対し

xが非安定である ⇐⇒ ∃w ∈ F(x) s.t. 0w0, 1w1 ∈ F(x) かつ w = w∗

証明 ⇐=は明らかである. =⇒を示す. xが安定でなければ

(UB) ∃n ≥ 2, ∃u, v ∈ Fn(x) s.t. u , v かつ |h(u) − h(v)| ≥ 2

が成り立つ. nを最小にとる. このとき u, vの先頭の文字が同じならば,それを取り除いて
n − 1で (UB)が成り立つので最小性に矛盾する. よって u, vの先頭文字は異なる. 同様に
最後の文字も異なる. よって

u = 0wau′, v = 1wbv′, {a, b} = {0, 1}, u′ , v′

と書ける. (w = ϵでもよい.) ここで a = 1, b = 0ならば

2 ≤ |h(u) − h(v)| = |h(u′) − h(v′)|

となり nの最小性に反する. よって a = 0, b = 1となり, u = 0w0, v = 1w1が成り立つ. こ
の wで w , w∗ と仮定する. このとき w , ϵは

w = zc · · · dz∗ z , wは wの prefixで {c, d} = {0, 1}

と書ける. (z = ϵでもよい.) ここで

cwc = czc · · · dz∗c ∈ F(x) かつ dwd = dzc · · · dz∗d ∈ F(x)

だから, czc, dz∗d ∈ F(x)となり,

|h(czc) − h(dz∗d)| = 2

となるので nの最小性に矛盾する. よって w = w∗ でなければならない. □
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Prop 41

xを {0, 1}上の Sturm語とする.
(1) ∀n ≥ 0 ∃1u ∈ Fn(x) s.t. u0, u1 ∈ Fn+1(x)が成り立つ.
この uを xの RSF (= right special factor)とよび u = rn(x)と表す.
(2) ∀n ≥ 0で rn(x)は rn+1(x)の suffixである.

証明 Sturm語の定義から
p(n + 1, x) = p(n, x) + 1

である. (1)はこれから従う.

(2) rn+1(x)の長さ nの suffixを uとして, rn+1(x) = auとおく. このとき au0, au1 ∈ Fn+2(x)
だから u0,u1 ∈ Fn+1(x). よって u = rn(x)である. □

定理 42

{0, 1}上の無限ワード xに対し

xが Sturm語 ⇐⇒ xは非周期的かつ安定である

証明 ⇐=は系 38と Prop 39から従う. =⇒を示す. 系 38から xは非周期的である. xが
安定でないと仮定すると. Prop 40から

∃w ∈ F(x) s.t. 0w0, 1w1 ∈ F(x)かつ w = w∗

|w| = nとする. w0,w1 ∈ Fn+1(x)だから, w = rn(x)である. Prop 41 (2)から rn+1(x) = aw
となる. 以下では a = 0として証明する. (a = 1でも証明は同様.) RSFは一意的だから 1w
は RSFではない. よって 1w1 ∈ F(x)から 1w0 < F(x)である. そこで

v ∈ Fn(x) s.t. u = 1w1v ∈ F2n+2(x)

となる vをとる. このとき 0wは uの因子ではない. もし因子と仮定すると, 0wは uの因
子 wの列の中のある 0が起点になる. そこで w = s0tとすると, w = t1y, v = yzと表せる.
w = w∗ なので s0t = y∗1t∗,よって 0 = 1となり矛盾である.

1 w 1 v

1 s 0 t 1 y z

u

w
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u = 1w1v = 1 s0t︸︷︷︸
w

1 yz︸︷︷︸
v

= 1s0 t1y︸︷︷︸
w

z

uにおいて長さが n + 1の因子を左側から順に n + 2個とる. それらは

1w, w1, · · · , 1v ∈ Fn+1(x)

となるが, 0w ∈ Fn+1(X)はここには現れないので, p(n + 1, x) − 1 = n + 1より,この中のふ
たつは等しくなる. この二つの因子はRSF(つまり 0w)ではないので,その後に続く 1文字
は同じである. これを続けて行くと xは周期的になる. □

系 43

xを Sturm語とする.
(1) x の任意の suffix y , ϵ も Sturm語であり, すべての n ≥ 0 で Fn(x) = Fn(y) と
なる.
(2) 各 n ≥ 0で Fn(x)∗ = {u∗ : u ∈ Fn(x)}とおけば, Fn(x)∗ = Fn(x)である.

証明 (1) Fn(y) ⊂ Fn(x)から xが安定ならば yも安定である. 定理 42から yも Sturm語
になり, Fn(y) = Fn(x)が成り立つ.

(2) E = F(x) ∪ F(x)∗ とおけば, Eは Prop 39の仮定を満たす. よって

♯En = ♯(Fn(x) ∪ Fn(x)∗) ≤ n + 1

♯Fn(x) = ♯Fn(x)∗ = n + 1だから, Fn(x) = Fn(x)∗ となる. □
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12 安定無限ワードの傾き

Def uを {0, 1}上の有限ワードで u , ϵとするとき

σ(u) =
h(u)
|u|

とおく.

Prop 44

xを {0, 1}上の安定無限ワードとする. このとき任意の u, v ∈ F(x), u , ϵ, v , ϵにつ
いて

|σ(u) − σ(v)| < 1
|u|
+

1
|v|

が成り立つ.

証明 |u| = |v|のとき,安定性から

|h(u) − h(v)| ≤ 1

よって

|σ(u) − σ(v)| =
∣∣∣∣∣h(u) − h(v)

|u|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
|u| <

1
|u| +

1
|v|

|u| > |v|と仮定する. |u| + |v|の帰納法で示す. u = yz, |y| = |v|とおく. |z| + |v| < |u| + |v|だ
から,帰納法の仮定により

|σ(z) − σ(v)| < 1
|z| +

1
|v|

が成り立つ. 前半から

|σ(y) − σ(v)| ≤ 1
|y|

である.

σ(u) = σ(yz) =
h(yz)
|u| =

h(y) + h(z)
|u| =

|y|
|u|σ(y) +

|z|
|u|σ(z)

より

σ(u) − σ(v) =
|y|
|u|σ(y) +

|z|
|u|σ(z) − |y| + |z||u| σ(v) =

|y|
|u| (σ(y) − σ(v)) +

|z|
|u|(σ(z) − σ(v))

よって

|σ(u) − σ(v)| < 1
|u| +

|z|
|u|

( 1
|z| +

1
|v|

)
=

2
|u| +

|u| − |v|
|u||v| =

1
|u| +

1
|v|

である. □
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Prop 45

xを {0, 1}上の安定無限ワードとする.

(1) 極限 σ(x) = lim
n→∞

hn(x)
n
が存在する.

(2) ϵ , ∀u ∈ F(x)に対し

− 1
|u|
≤ σ(u) − σ(x) ≤ 1

|u|

が成り立つ. さらに,等号が成り立つようなすべての因子で,同じ側の等号が成り立つ.

証明 (1) x = x1x2 · · · として,各 n ≥ 1で sn = x1 · · · xn とすれば,

σ(sn) =
hn(x)

n
である. Prop 44より

|σ(sm) − σ(sn)| < 1
m
+

1
n

なので,数列 {σ(sn)}はCauchy列になる. よって,極限

lim
n→∞
σ(sn)

が存在する.

(2) ϵ , u ∈ F(x)とすると, Prop 44から

|σ(u) − σ(sn)| < 1
|u| +

1
n

なので, n→∞とすればよい. もし u, v ∈ F(x)で

− 1
|u| = σ(u) − σ(x) かつ σ(v) − σ(x) =

1
|v|

となったと仮定すると

σ(v) − σ(u) =
1
|v| +

1
|u|

となり, Prop 44に矛盾する. □

Def σ(x)を xの傾きという. 0 ≤ σ(x) ≤ 1である.

Prop 46

xを {0, 1}上の安定無限ワードとするとき

σ(x)が有理数 ⇐⇒ xは周期的

44



証明 ⇐= x = uv∞ とすると

σ(x) = lim
k→∞
σ(uvk) = lim

k→∞

h(u) + kh(v)
|u| + k|v| =

h(v)
|v| ∈ Q

=⇒ σ(x) = p/q ∈ Qとする. Prop 45から, ϵ , ∀u ∈ F(x)に対し

− 1
|u| ≤ σ(u) − p

q
≤ 1
|u|

右側の等号を含むと仮定する. (左側の等号を仮定しても同様に証明できる.) よって

(12.1)
p
q
|u| − 1 < h(u) ≤ p

q
|u| + 1

とくに
|u| = q =⇒ h(u) = p, p + 1

である. このとき

(12.2) ∃y xの suffix s.t. h(u) = p ∀u ∈ Fq(y)

が成り立つ. これが成り立たないと仮定すると,

∀y xの suffix ∃u ∈ Fq(y) s.t. h(u) = p + 1

である. u ∈ Fq(x), h(u) = p + 1として, x = x1 · · ·u · · · yで yを suffixとする. v ∈ Fq(y)で
h(v) = p + 1がとれる. このとき x = x1 · · · usv · · · , (s , ϵ)となるので, usv ∈ F(x)である.
しかし (12.1)から

2(p + 1) + h(s) = h(usv) ≤ p
q
|usv| + 1 = 2p +

p
q
|s| + 1

よって
h(s) ≤ p

q
|s| − 1

となり (12.1) に矛盾する. (12.2) を満たす suffix y をとる. azb ∈ Fq+1(y), (a, b ∈ {0, 1})
をとれば, h(az) = h(zb) = p + 1 だから a = b である. z = z1 · · · zq−1 として, y =
· · · az1 · · · zq−1aykyk+1 · · · と表せば, z1 · · · zq−1ayk で同様に yk = z1 が成り立つ. したがっ
て y = · · · (za)∞ となるので, xは周期的になる. □
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13 Sturm語の構成

実数 cは,整数 n ∈ Zと実数 θ ∈ [0, 1)により

c = n + θ

と一意に書ける. このとき

⌊c⌋ = n, ⌈c⌉ =
n + 1 (θ , 0)

n (θ = 0)
, {c} = θ

と定義する. 任意の c1, c2 について

⌊c1 + c2⌋ = ⌊c1⌋ + ⌊c2⌋ + ⌊{c1} + {c2}⌋
c1 − 1 < ⌊c1 + c2⌋ − ⌊c2⌋ = ⌊c1⌋ + ⌊{c1} + {c2}⌋ < c1 + 1

である.

Def 0 ≤ α < 1と ρ ∈ Rが与えられたとき

sα,ρ(n) = ⌊α(n + 1) + ρ⌋ − ⌊αn + ρ⌋ (n ≥ 1)

Sα,ρ(n) = ⌈α(n + 1) + ρ⌉ − ⌈αn + ρ⌉ (n ≥ 1)

として, {0, 1} 上の無限ワード sα,ρ = (sα,ρ(n))n≥1, Sα,ρ = (Sα,ρ(n))n≥1 をそれぞれ傾き α,
切片 ρ の lower mechanical word, upper mechanical word という. 両方を合わせて
mechanical wordという.

注 定義から,任意の整数 mについて sα,ρ+m = sα,ρ, Sα,ρ+m = Sα,ρ が成り立つ. よって切片
ρはmodulo 1で考えればよい.

Prop 47

傾きが無理数の mechanical wordは Sturm語である.

証明 α ∈ R∞ として x = sα,ρ で示す. (Sα,ρ でも同様に示せる.) 長さ nの因子は

u = sα,ρ(k + 1) · · · sα,ρ(k + n)

と書けるから

h(u) =
n∑

i=1

sα,ρ(k + i) = ⌊α(k + n + 1) + ρ⌋ − ⌊α(k + 1) + ρ⌋
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よって
αn − 1 < h(u) < αn + 1

これから ∀u, v ∈ Fn(x)で

|h(u) − h(v)| < (αn + 1) − (αn − 1) = 2

が成り立つので, xは安定である. また,

α − 1
n
<

hn(x)
n
< α +

1
n

となるから, σ(x) = αである. 仮定より α ∈ R∞ だから, Prop 46より xは非周期的になる.
定理 42から xは Sturm語になる. □

例 α = 2 −
√

2, ρ =
√

2 − 1とすると

sα,ρ = 0101011010 · · · , Sα,ρ = 1101011010 · · ·

となる. 各 n = 1, 2, · · · で,直線 y = αx + ρの下側にあり直線に最も近い格子点を (n, yn)
とするとき, sα,ρ(n) = yn+1 − yn である. 格子点を結ぶ折れ線グラフを描くと下の図のよう
になる. 直線 y = αx + ρの上側にある格子点で同様に考えれば, Sα,ρ が得られる.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

5

6
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Lemma 48

xを {0, 1}上の Sturm語として, α = σ(x)とおく.
(1) ∀γ ∈ Rについて

hn(x) ≤ ⌊α(n + 1) + γ⌋ (∀n ≥ 1) または hn(x) ≥ ⌊α(n + 1) + γ⌋ (∀n ≥ 1)

が成り立つ.
(2) ρ = inf{ γ ≥ −α | hn(x) ≤ ⌊α(n + 1) + γ⌋ (∀n ≥ 1)}とすれば

hn(x) ≤ α(n + 1) + ρ ≤ hn(x) + 1 (∀n ≥ 1)

である.

証明 (1) 背理法で示す.

∃γ ∈ R, ∃n1,n2 ≥ 1 s.t. hn1(x) > ⌊α(n1 + 1) + γ⌋ かつ hn2(x) < ⌊α(n2 + 1) + γ⌋

と仮定する.

n1 > n2 のとき. n1 = n2 + kとして, u = xn2+1 · · · xn2+k ∈ Fk(x)すれば

h(u) = hn1(x) − hn2(x) ≥ (⌊α(n2 + k + 1) + γ⌋ + 1
) − (⌊α(n2 + 1) + γ⌋ − 1

)
> αk + 1

よって

σ(u) − α > 1
|u|

となるので, Prop 45 (2)に矛盾する.

n1 < n2 の場合も同様である.

(2) hn(x) ≤ α(n+ 1)+ ρは明らかだから, α(n+ 1)+ ρ ≤ hn(x)+ 1を示せばよい. あるmで

α(m + 1) + ρ > hm(x) + 1

と仮定する. γ = hm(x) + 1 − α(m + 1) < ρであり, Prop 45 (2)から −α ≤ γで

hm(x) < hm(x) + 1 = α(m + 1) + γ つまり hm(x) < ⌊α(m + 1) + γ⌋

このとき (1)から,すべての nで

hn(x) ≤ ⌊α(n + 1) + γ⌋

でなければならないから,これは ρが下限であることに反する. □
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定理 49

xを {0, 1}上の Sturm語とする.

α = σ(x), ρ = inf{ γ ≥ −α | hn(x) ≤ ⌊α(n + 1) + γ⌋ (∀n ≥ 1)}

とすれば, α ∈ R∞, 0 < α < 1 , −α ≤ ρ ≤ 1 − αで x = sα,ρ または x = Sα,ρ となる.

証明 Prop 46 から, α ∈ R∞ で 0 < α < 1 である. Prop 45 (2) から ρ ≤ 1 − α となる.
hn = hn(x)とおけば

xn = hn − hn−1 (n ≥ 1)

Lemma 48 (2)ら
hn ≤ α(n + 1) + ρ ≤ hn + 1 (∀n ≥ 1)

{α(n + 1) + ρ}n≥1 ∩ Z , ∅のとき: α(n0 + 1) + ρ ∈ Zとする. α ∈ R∞ なので,このような n0

は唯一つしかない. よって

n , n0 =⇒ hn < α(n + 1) + ρ < hn + 1

α(n0 + 1) + ρ = hn0 ならば

xn = hn − hn−1 = ⌊α(n + 1) + ρ⌋ − ⌊αn + ρ⌋ = sα,ρ(n) (∀n ≥ 1)

α(n0 + 1) + ρ = hn0 + 1ならば

xn = (hn + 1) − (hn−1 + 1) = ⌈α(n + 1) + ρ⌉ − ⌈αn + ρ⌉ = Sα,ρ(n) (∀n ≥ 1)

である.

{α(n + 1) + ρ}n≥1 ∩ Z = ∅のとき:

hn < α(n + 1) + ρ < hn + 1 (∀n ≥ 1)

hn = ⌊α(n + 1) + ρ⌋ (∀n ≥ 1) よって x = sα,ρ

□

定理 50

x, yを {0, 1}上の Sturm語とする.

σ(x) = σ(y) ⇐⇒ F(x) = F(y)
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証明 =⇒ E = F(x) ∪ F(y)とおく. Eが Prop 39の仮定を満たすことを示す.

u ∈ E =⇒ F(u) ⊂ E

は明らかである. u, v ∈ En = Fn(x)∪Fn(y)とすると, α = σ(x) = σ(y)は無理数なので, Prop
45 (2)は

|σ(u) − α| < 1
n

|σ(v) − α| < 1
n

となる. よって

|σ(u) − σ(v)| ≤ |σ(u) − α| + |σ(v) − α| < 2
n

つまり
|h(u) − h(v)| < 2

となるので, Eは安定である. したがって, Prop 39から ♯En ≤ n+1. ♯Fn(x) = ♯Fn(y) = n+1
だから, Fn(x) = Fn(y)が成り立つ.

⇐= 各 nに対し u(n) ∈ Fn(x) = Fn(y)とすれば, Prop 45 (2)から∣∣∣σ(x) − σ(y)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣σ(x) − σ(u(n))

∣∣∣ + ∣∣∣σ(u(n)) − σ(y)
∣∣∣ ≤ 2

n

が成り立つ. よって σ(x) = σ(y)である. □
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14 Characteristic word

α ∈ R∞, 0 < α < 1とする. すべての n ≥ 1で

⌊αn⌋ + 1 = ⌈αn⌉

が成り立つから, sα,0 = Sα,0 である.

Def cα = sα,0 = Sα,0 を characteristic wordという.

Prop 51

xを {0, 1}上の Sturm語とする.
(1) 少なくとも 0x, 1xの一つは Sturm語である.
(2) 0xと 1xの両方が Sturm語である ⇐⇒ xは characteristic wordである.

証明 (1) x = sα,ρ とする. すべての n ≥ 1で

sα,ρ−α(n + 1) = ⌊α(n + 2) + ρ − α⌋ − ⌊α(n + 1) + ρ − α⌋ = sα,ρ(n)

だから sα,ρ−α = ax, a ∈ {0, 1}となる. 同様に x = Sα,ρ のとき Sα,ρ−α = axとなる.

(2) ⇐= x = cα とすると, (1)と同じ計算で

sα,−α = sα,1−α = 0sα,0 = 0cα, Sα,−α = Sα,1−α = 1Sα,0 = 1cα

となる.

=⇒ 0xと 1xがともに Sturm語であるとする.

σ(0x) = lim
n→∞

hn(0x)
n
= lim

n→∞

hn−1(x)
n

= σ(x)

である. 同様に σ(1x) = σ(x). α = σ(x)とおく. hn(0x) = hn−1(x), hn(1x) = hn−1(x) + 1だか
ら,定理 49により

ρ = 0xの切片 = inf{γ ≥ −α : hn−1(x) ≤ ⌊α(n + 1) + γ⌋ (∀n ≥ 1)}
ρ′ = 1xの切片 = inf{γ ≥ −α : hn−1(x) + 1 ≤ ⌊α(n + 1) + γ⌋ (∀n ≥ 1)}

よって ρ′ = ρ−1. sα,ρ−1 = sα,ρ, Sα,ρ−1 = Sα,ρだから, 0xと 1xの可能性は 0x = sα,ρ, 1x = Sα,ρ
に限る. このとき

0 = sα,ρ(1) = ⌊2α + ρ⌋ − ⌊α + ρ⌋, 1 = Sα,ρ(1) = ⌈2α + ρ⌉ − ⌈α + ρ⌉

0 ≤ α + ρ ≤ 1 であるが, 0 < α + ρ < 1 ならば ⌊α + ρ⌋ = 0 より ⌊2α + ρ⌋ = 0. このとき
⌈2α + ρ⌉ − ⌈α + ρ⌉ = 0となるので矛盾. よって α + ρ = 0または 1つまり ρ ≡ −α mod 1.
よって 0x = sα,−α, 1x = Sα,−α から x = cα となる. □
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Def {0, 1}上のすべてのワードの集合を Bと表し,すべての無限ワードの集合を B∞と表
す. u, v ∈ Bを有限ワードとして,文字 0と 1を uと vに置換する写像を

Fu,v :
0 −→ u
1 −→ v

と表す. 任意の x = x1x2 · · · ∈ B∞ に対し

Fu,v(x) = Fu,v(x1)Fu,v(x2) · · ·

により写像 Fu,v : B∞ −→ B∞ を定義する. とくに

E = F1,0 :
0 −→ 1
1 −→ 0

G = F0,01 :
0 −→ 0
1 −→ 01

と表す.

Prop 52

任意の cα に対し次が成り立つ.
(1) E(cα) = c1−α
(2) G(cα) = c α

1+α

証明 (1) すべての n ≥ 1で

hn(E(cα)) = n − h(cα) = n − ⌊(n + 1)α⌋ = n + ⌊−(n + 1)α⌋ + 1 = ⌊(n + 1)(1 − α)⌋ = hn(c1−α)

となるので E(cα) = c1−α である.

(2) 無限ワード x = x1x2 · · · に対し,文字 1が現れる位置を考える. 各 k ≥ 1に対し, k個
目の 1が現れる番号を n ,つまり

hn(x) = k, hn−1(x) = k − 1

となる n = n(x, k)が一意に定まる. 明らかに

x, y ∈ B∞, x = y ⇐⇒ n(x, k) = n(y, k) (∀k ≥ 1)

である.

k ≥ 1を固定して, n = n(cα, k), ℓ = n(G(cα), k),m = n(c α
1+α
, k)とおく.

k = ⌊(n + 1)α⌋, k − 1 = ⌊nα⌋

だから

nα < k < (n + 1)α つまり n <
k
α
< n + 1
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よって

n = n(cα, k) =
⌊

k
α

⌋
同様に

m = n(c α
1+α
, k) =

⌊
k(1 + α)
α

⌋
= k +

⌊
k
α

⌋
= k + n

である. Gの定義から G(1) = 01だから,

ℓ = n(G(cα), k) = n + k = m

よって G(cα) = c α
1+α
である. □

系 53

m ≥ 1に対し

θm = Gm−1 ◦ E ◦ G :
0 −→ 0m−11
1 −→ 0m−110

とする. このとき θm(cα) = c 1
m+α
である.

証明 Prop 52と mについての帰納法から従う. □

系 54

α = [0, a1, a2, · · · ] ∈ R∞ とする.

α = [0, a1, a2, · · · , ak−1, ak + γ], γ = [0, ak+1, · · · ]

とするとき
cα = θa1 ◦ θa2 ◦ · · · ◦ θak(cγ)

が成り立つ.

証明 系 53から

θa1 ◦ θa2 ◦ · · · ◦ θak(cγ) = θa1 ◦ · · · ◦ θak−1(c 1
ak+γ

)

= θa1 ◦ · · ·θak−2

(
c 1

ak−1+
1

ak+γ

)
= · · · = cα

□
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定理 55

α = [0, a1, a2, · · · ] ∈ R∞ とする. {0, 1}上の有限ワードMk (k ≥ 0)を

M0 = 0, M1 = 0a1−11, Mk+1 = Mak+1

k
Mk−1 (k ≥ 1)

により定義すれば,すべての k ≥ 1でMk は cα の prefixとなり,

lim
k→∞

Mk = cα

が成り立つ.

証明 n ≥ 1で
Ψn = θa1 ◦ · · · ◦ θan

とおく. nについての帰納法で

Mn = Ψn(0), MnMn−1 = Ψn(1)

を示す. n = 1のとき

Ψ1(0) = θa1(0) = 0a1−11 =M1

Ψ1(1) = θa1(1) = 0a1−110 =M1M0

で成り立つ. n − 1まで成り立つと仮定すると,Ψn = Ψn−1 ◦ θan だから

Ψn(0) = Ψn−1(0an−11) = Ψn−1(0)an−1Ψn−1(1) =Man−1
n−1 Mn−1Mn−2 =Man

n−1Mn−2 =Mn

また
Ψn(1) = Ψn−1(0an−110) =Man−1

n−1 Mn−1Mn−2Mn−1 =MnMn−1

となり, nで成り立つ. よって任意の x ∈ B∞ に対し, Mn は Ψn(x)の prefixになる. 系 54
から cα = Ψn(cγ)と書けるので, Mn は cα の prefixである. □

Def α = [0, a1, a2, · · · ] ∈ R∞ から定義される有限ワードの列 {Mk}k≥0 を傾き αの charac-
teristic blockとよぶ.

Prop 56

α = [0, a1, a2, · · · ] ∈ R∞ の近似分数を pk/qk とし, characteristic blockを {Mk}とする.
(1) k ≥ 2のとき, kが偶数ならば 10はMk の suffixで, kが奇数ならば 01がMk の
suffixとなる.
(2) すべての k ≥ 0で, Mk+1Mk とMkMk+1 は最後の 2文字だけ異なる.
(3) すべての k ≥ 1で |Mk| = qk, h(Mk) = pk である.
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証明 (1)は定義から明らかである.

(2) 有限ワード u = u1 · · ·un (n ≥ 2)に対し

χ(u) = u1 · · ·un−2unun−1

と定義する. すべての kでMk+1Mk = χ(MkMk+1)となることを示せばよい. kの帰納法で
示す. k = 0のとき

M1M0 = 0a1−110 = χ(0a1−101) = χ(00a1−11) = χ(M0M1)

で成り立つ. k − 1まで成り立つと仮定すると

Mk+1Mk =Mak+1
k Mk−1Mk =Mak+1

k χ(MkMk−1)

= χ(Mak+1
k MkMk−1) = χ(MkM

ak+1
k Mk−1) = χ(MkMk+1)

より kでも成り立つ.

(3) 定義から pn = anpn−1 + pn−2, p0 = a, p−1 = 1

qn = anqn−1 + qn−2, q0 = 1, q−1 = 0

kの帰納法で示す.
|M0| = 1 = q0, h(M0) = 0 = p0

また
|M1| = (a1 − 1) + 1 = a1, h(M1) = 1 = p1

である. k − 1まで成り立つと仮定すると

|Mk| = ak|Mk−1| + |Mk−2| = akqk−1 + qk−2 = qk

h(Mk) = akh(Mk−1 + h(Mk−2) = akpk−1 + pk−2 = pk

となり, kでも成り立つ. □

Def 有限ワード u = u1 · · · un (n ≥ 2)に対し,

u− = u1 · · · un−1, u−− = (u−)− = u1 · · · un−2

とする. characteristic block {Mk}に対し

M̃k = (Mk+1Mk)−− = (MkMk+1)−−

とおく.
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次の命題は, Bugeaud-Kimの定理の証明において鍵となる結果である.

Prop 57 (Bugeaud - Kimの補題)

xを Sturm語とし,傾き α = σ(x)の characteristic blockを {Mk}とする. 各 k ≥ 1につ
いて,以下の [1]k, [2]k, [3]k の何れか唯一つのケースが成り立つ.
[1]k Mk の空でない suffix ∃Wk s.t. x = WkMkM̃k · · ·
[2]k Mk の空でない suffix ∃Wk s.t. x = WkMk−1MkM̃k · · ·
[3]k Mk−1 の空でない suffix ∃Wk s.t. x = WkMkM̃k · · ·
各ケースにおいて Wk は一意である. さらに [2]k が成り立つとき k + 1 において
Wk+1 = WkMk−1 となり, [3]k が成り立つとき k + 1においてWk+1 = Wk となる.

証明は [6, Lemma 7.2]を参照.
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15 ワードの反復指数

Aを有限集合として, A上の無限ワード x = x1x2 · · · の因子 xixi+1 · · · x j を x j
i と表す.

Def A上の無限ワード xと n ≥ 1に対し

r(n, x) = min{m ≥ 1 : 1 ≤ ∃i ≤ m − n s.t. xi+n−1
i = xm

m−n+1}
= min{|y| : yは xの prefixで, xの長さ nのある因子を 2重に含む }

と定義する.

例 xを {0, 1}上のワードで x = 01001001 · · · とすると

r(2, x) = 5, r(3, x) = 6, r(4, x) = 7

である.

Prop 58

A上の任意の無限ワード xと n ≥ 1について次が成り立つ.
(1) n + 1 ≤ r(n, x) ≤ n + p(n, x)
(2) x j+n−1

j
= xr(n,x)

r(n,x)−n+1
を満たす 1 ≤ j ≤ r(n, x) − nが唯一つ存在する.

(3) r(n, x) + 1 ≤ r(n + 1, x)

証明 (1) r(n, x) が最小となるのは, xn
1 = xn+1

2 のときである. よって n + 1 ≤ r(n, x). ま
た xr(n,x)−1

1 の長さ nの因子は (r(n, x) − 1) − (n − 1)個あり,それらはすべて異なる. よって
(r(n, x) − 1) − (n − 1) ≤ p(n, x)が成り立つ.

(2) これは定義から明らかである.

(3) jを (2)の値とするとき, r(n + 1, x)が最小となるのは

x j+n−1
j x j+n = xr(n,x)

r(n,x)−n+1xr(n,x)+1

が成り立つときである. よって r(n + 1, x) ≥ r(n, x) + 1. □

Def A上の無限ワード xに対し

rep(x) = lim inf
n→∞

r(n, x)
n

を xの反復指数 (exponent of repetition)とよぶ.
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系 59

xを A上の無限ワードとする.
(1) xが周期的ならば rep(x) = 1である.
(2) xが Sturm語ならば 1 ≤ rep(x) ≤ 2である.

証明 Prop 58 (1)から

1 +
1
n
≤ r(n, x)

n
≤ 1 +

p(n, x)
n

xが周期的ならば p(n, x)は有界で, xが Sturm語ならば p(n, x) = n + 1であることから従
う. □

Prop 60

xを {0, 1}上の Sturm語で, σ(x) = [0, a1, a2, · · · ]とする. 数列 {an}が有界でなければ,
rep(x) = 1である.

証明 {Mk}k≥0 を σ(x)の characteristic blockとする.

Mk =Mak
k−1Mk−2

である. k と ak が十分大きいとして , ℓ = ⌊√ak⌋とおく. この k で Prop 57から Wk が定
まる.

|Wk| > (ℓ + 1)|Mk−1|のとき: |Wk| > |Mk−1|となるからWk はMk−1 の suffixではない. よっ
て Prop 57の [1]k または [2]k になり, Wk はMk の suffixである. Mk−1 のある suffix Vと
d ≥ 1で

Wk = VMd
k−1Mk−2

と書ける. 仮定から

(ℓ + 1)|Mk−1| < |Wk| = |V| + d|Mk−1| + |Mk−2| < (d + 2)|Mk−1|

より ℓ − 1 < d,つまり ℓ ≤ d. Mk−1 = UVとすると

x =Wk · · · = VMℓ
k−1 · · · = V(UV)ℓ · · · = (VU)ℓV · · · = (VU)ℓ−1VUV · · ·

|VU| = |Mk−1|だから,
r((ℓ − 1)|Mk−1|, x) ≤ ℓ|Mk−1|

が成り立つ. これから

1 <
(ℓ − 1)|Mk−1| + 1

(ℓ − 1)|Mk−1|
≤ r(ℓ − 1)|Mk−1|, x)

(ℓ − 1)|Mk−1|
≤ ℓ|Mk−1|

(ℓ − 1)|Mk−1|
=
ℓ
ℓ − 1
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|Wk| ≤ (ℓ + 1)|Mk−1|のとき: Prop 57からいずれの場合でも

x =WkM
ak
k−1 =WkM

ak−1
k−1 Mk−1 · · ·

となる. よって

r((ak − 1)|Mk−1|, x) ≤ |Wk| + ak|Mk−1| ≤ (ak + ℓ + 1)|Mk−1|

から

1 <
(ak − 1)|Mk−1| + 1

(ak − 1)|Mk−1|
≤ r((ak − 1)|Mk−1|, x)

(ak − 1)|Mk−1|
≤ (ak + ℓ + 1)|Mk−1|

(ak − 1)|Mk−1|
≤ (ak + ℓ + 1)

(ak − 1)

仮定から ak はいくらでも大きくとれるので, 1は数列 {r(n, x)/n}n の集積点になる. よって
rep(x) = 1である. □

Prop 60から rep(x) > 1ならば σ(x) = [0, a1, a2, · · · ]の自然数列 {an}は有界になる. 上の証
明の方法を精密化して,次が示される.

Prop 61

xを {0, 1}上の Sturm語で, σ(x) = [0, a1, a2, · · · ]とする. rep(x) > 1.645ならば,十分
大きなすべての kにおいて ak ∈ {1, 2}である. さらに数列 {an}の中で十分大きな kに
対し次の列は現れない.
• akak+1ak+2 · · · = 111 · · ·
• akak+1 = 22
• akak+1ak+2ak+3ak+4ak+5 = 121212
• akak+1ak+2ak+3ak+4ak+5ak+6 = 1211212

証明は [9, Lemma 2.2]を参照.

rep(x)の最大値については次の結果がある.

r0 =
√

10 − 3
2
= 1.66227 · · · , r1 =

48 +
√

10
31

= 1.65039 · · ·

とおく.
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定理 62 (Bugeaud-Kim)

任意の Sturm語 xについて
rep(x) ≤ r0

が成り立つ. xで等号が成り立つならば,その傾き σ(x)の連分数展開は周期的であり,

σ(x) = [0, a1, · · · , aK, 1, 1, 2]

の形をもつ. 値 r0 は集合 {rep(x) | xは Sturm語 }の孤立点である.

証明は [6]を参照.

定理 63 (Ohnaka-Watanabe)

Sturm語 xで
r1 < rep(x) < r0

となるものは存在しない. 値 r1 は集合 {rep(x) | xは Sturm語 }の集積点である.

証明は [9]を参照.
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16 反復指数と b進数の無理数性指数
自然数 b ≥ 2を固定して, Ab = {0, 1, · · · , b − 1}とする. Ab 上の無限ワード x = x1x2 · · · に
対し

ξx,b =

∞∑
k=1

xk

bk

と実数 ξx,b ∈ [0, 1)を定義する. xが周期的でなければ ξx,bは無理数である. この場合に,無
理数性指数 µ(ξx,b)と反復指数 rep(x)との関係を与える.

Lemma 64

Aを有限集合として, x, y, z (x, z , ϵ)をA上の有限ワードとする. このとき次の 2条
件は同値である.
(a) xy = yz
(b)ある u, vと e ≥ 0により x = uv, z = vu, y = (uv)eu = u(vu)e と書ける.

証明 (a) =⇒ (b) を示せばよい. |y| の帰納法で示す. |y| = 0 のとき, y = ϵ だから
u = ϵ, v = x = z, e = 0でよい. |y| < nでは (b)が成り立つと仮定する. |y| = n ≥ 1で示す.

|x| ≥ |y|のとき: xy = yzから xの suffixかつ zの prefixでもある wで x = yw, z = wyと
なるものがとれる. よって u = y, v = w, e = 0とすれば (b)が成り立つ.

x y

y z

w

|x| < |y|のとき: y = xw = wzとなる wがとれる. |w| = |y| − |z| < |y|により,帰納法の仮定
から

x = uv, z = vu, w = (uv)eu = u(vu)e

が成り立つ.

y z

x y

w

このとき
y = (uv)e+1u = u(vu)e+1

となるので, yでも (b)が成り立つ. □
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Lemma 65

x = x1x2 · · · を Ab 上の非周期的な無限ワードとする. yを xの周期 ℓ長さ ℓ + nの純
周期的な因子で, x = x1 · · · xdyxd+ℓ+n+1 · · · とする. このとき,整数 sで∣∣∣∣∣∣ξx,b −

s
bd(bℓ − 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
bd+ℓ+n

を満たすものが存在する.

証明 b進展開を ξx,b = (0.x1x2 · · · )(b) と表す.

a = (0.x1 · · · xdy1 · · · yℓ)(b), a′ = (0.y1 · · · yℓ)(b)

とすると
abd = (x1 · · · xd)(b) + a′, a′bℓ = (y1 · · · yℓ)(b) + a′

となり

abd = (x1 · · · xd)(b) +
(y1 · · · yℓ)(b)

bℓ − 1
=

(bℓ − 1)(x1 · · · xd)(b) + (y1 · · · yℓ)(b)

bℓ − 1
よって s = (bℓ − 1)(x1 · · · xd)(b) + (y1 · · · yℓ)(b) ととれば∣∣∣∣∣ξx,b −

s
bd(bℓ − 1)

∣∣∣∣∣ = |ξx,b − a| ≤ 1
bd+ℓ+n

となる. □

定理 66 (Bugeaud-Kim)

x = x1x2 · · · を Ab 上の非周期的な無限ワードとする. このとき

rep(x)

rep(x) − 1
≤ µ(ξx,b)

が成り立つ. rep(x) = 1のときは,両辺が∞に等しいという意味で成り立つ.

証明 系 18から,任意の ξ ∈ R∞ について µ(ξ) ≥ 2である. rep(x) ≥ 2ならば,

rep(x)
rep(x) − 1

≤ 2 ≤ µ(ξx,b)

で成り立つ. よって rep(x) < 2のときに示せばよい.

M = lim sup
n→∞

n
r(n, x) − n

=
1

rep(x) − 1
, ただし rep(x) = 1のときはM = ∞とする
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とおいて,単調増加数列 {νk}を

2 < νk < 1 +M, lim
k→∞
νk = 1 +M

を満たすようにとる. νk − 1 <Mより

νk − 1 <
n

r(n, x) − n

を満たす nが無限にある. 1 < νk − 1だから

νk − 1 <
n

r(n, x) − n
=⇒ r(n, x) < 2n

である. このような nを固定する. このとき xの長さ r(n, x)の prefixの中に,長さ nの因
子 tで 2重に含まれるものがある. r(n, x) < 2nから, tのある preifxと suffixは一致しな
いといけない. つまり t = cy = ydの形をもつ.

x1 xr(n,x)

t

t

y dcw

Lemma 64から y = (uv)eu = u(vu)e, c = uv, d = vuと書けて, xの長さ r(n, x)の prefixは

xr(n,x)
1 = wcyd = w(uv)e+2u, t = (uv)e+1u

と書ける. このとき

|wuv| = |w(uv)e+2u| − |(uv)e+1u| = r(n, x) − n

である. Lemma 65より整数 sが存在し∣∣∣∣∣ξx,b −
s

b|w|(b|uv| − 1)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
br(n,x)

=
1

b|w(uv)e+2u|

=
1

b|wuv|+|(uv)e+1u| =
1

b|wuv|bn

=
1

b|wuv|b
n|wuv|

r(n,x)−n

=
1

b|wuv|(1+ n
r(n,x)−n )

<
1

b|wuv|νk
<

1
(b|w|(b|uv| − 1))νk

が成り立つ. s,u, v, xは nに依存するので, s/b|w|(b|uv| − 1) = sn/qn とおけば∣∣∣∣∣ξx,b −
sn

qn

∣∣∣∣∣ < 1
qνk

n

このような nが無限にあるので, µ(ξx,b) ≥ νk が成り立つ. よって µ(ξx,b) ≥ 1+Mが成り立
つ. □
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注 Prop 58 (3)から,任意の無限ワード xに対し

r(n, x) − n ≤ r(n + 1, x) − (n + 1)

であるから, n 7→ r(n, x) − nは単調増加である. [6, Theorem 2.3]から

xが非周期的 ⇐⇒ lim
n→∞

(r(n, x) − n) = ∞

である.

系 67

xがAb 上の Sturm語ならば

µ(ξx,b) ≥ 25 + 4
√

10
15

= 2.5099 · · ·

が成り立つ. とくに ξx,b は超越数である.

証明 これは定理 62,定理 66と Rothの定理から従う. □

注 Sturm語 xに対する ξx,b の超越性は

S. Ferenczi and C. Mauduit, Transcendence of numbers with a low complexity expan-
sion, J. Number Theory, Vol. 67 (1997) 146 - 161

で示されている.

xが Sturm語の場合は,定理 66での等式が常に成り立つ.

定理 68 (Bugeaud-Kim)

xが Ab 上の Sturm語ならば

rep(x)

rep(x) − 1
= µ(ξx,b)

が成り立つ. rep(x) = 1のときは,両辺が∞に等しいという意味で成り立つ.

証明は容易ではないので [6]を参照.
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